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1 Introduction
Soit G un groupe alge´brique line´aire connexe lisse de´fini sur un corps k. Soit X
un espace homoge`ne de G, tel que le stabilisateur ge´ome´trique H soit de type (ssu-
mult) , c’est-a`-dire une extension d’un groupe de type multiplicatif lisse par un groupe
connexe, lisse et sans caracte`res (par exemple, un groupe line´aire lisse et connexe sur
un corps parfait est de type (ssumult), ainsi qu’un groupe line´aire commutatif sur un
corps de caracte´ristique ze´ro). Le but de cet article est d’e´tablir des formules (obtenues
pre´ce´demment dans des cas particuliers par Colliot-The´le`ne et Kunyavski˘ı [CTK1],
[CTK2]) pour le groupe de Brauer alge´brique Br1X
c (et parfois pour tout le groupe de
Brauer BrXc) d’une compactification lisse Xc de X. Le groupe BrXc co¨ıncide avec le
groupe de Brauer non ramifie´ de X si k est de caracte´ristique ze´ro (et le meˆme e´nonce´
vaut en caracte´ristique p exception faite de la torsion p-primaire).
Dans le cas ou` k est un corps global, on rappelle que ce groupe BrXc intervient de
fac¸on cruciale dans l’e´tude de l’arithme´tique de l’espace homoge`ne X et de sa compac-
tification Xc, via l’obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse et a` l’approxi-
mation faible (voir par exemple [Sk], the´ore`me 5.2.1 (a)). Par ailleurs, ce groupe est
e´galement utilise´ pour e´tudier la rationalite´ de l’espace homoge`ne X sur un corps k
quelconque (voir par exemple [CTS]). Ces deux exemples illustrent l’inte´reˆt et la mo-
tivation que l’on peut avoir a` disposer de formules de´crivant le groupe BrXc sur un
corps k quelconque.
Comme dans les travaux ante´rieurs, les formules obtenues ici pour le groupe BrXc
font intervenir des groupes ”Xω”, mais ils sont associe´s a` des groupes d’hypercohomo-
logie galoisienne de certains complexes (de´finis et utilise´s dans [BvH1] et [BvH2]) au
lieu simplement de groupes de cohomologie galoisienne.
Les ge´ne´ralisations obtenues sont dans plusieurs directions : tout d’abord cer-
tains re´sultats valent en caracte´ristique p (notamment si k est un corps fini ou un
corps local), on ne demande plus que le groupe G soit quasi-trivial mais seulement de
groupe de Picard ge´ome´trique trivial, et l’hypothe`se sur le stabilisateur ge´ome´trique
est plus faible que l’hypothe`se habituelle de connexite´. Enfin, sous certaines hypothe`ses
supple´mentaires, on obtient aussi l’e´galite´ Br1X
c = BrXc. Par ailleurs l’utilisation d’un
the´ore`me re´cent de Gabber (qui pre´cise le the´ore`me de De Jong sur les alte´rations) per-
met de de´montrer la plupart des e´nonce´s sur BrnrX en caracte´ristique p (en exceptant
la torsion p-primaire) sans supposer l’existence d’une compactification lisse pour X.
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Une autre nouveaute´ est que la me´thode de de´monstration passe comme dans
[CTK1] par le cas des corps finis, mais pour traiter ceux-ci on est amene´ a` passer sur des
corps globaux de caracte´ristique p et a` utiliser des the´ore`mes de dualite´ arithme´tique
locale pour obtenir le re´sultat dans ce contexte. C’est pourquoi on a e´te´ amene´ a` e´tendre
certains re´sultats classiques de dualite´ sur les corps p-adiques aux corps locaux de ca-
racte´ristique quelconque, et aussi a` certains complexes de groupes de type multiplicatif
au lieu de se limiter a` des modules galoisiens (proposition 3.2, proposition 7.2).
Les re´sultats principaux sont les suivants :
-Pour un corps k de caracte´ristique ze´ro, on a une formule qui est valable de`s que H
est de type (ssumult) et G de groupe de Picard ge´ome´trique nul (the´ore`me 8.1). On a
de plus des contre-exemples qui montrent que l’hypothe`se que H est de type (ssumult)
ne peut pas eˆtre supprime´e ; en particulier l’hypothe`se que le groupe des composantes
connexes de H est commutatif n’est pas suffisante (proposition 8.4).
-On montre e´galement une formule analogue sur un corps global de caracte´ristique
p (the´ore`me 7.3), et on prouve e´galement la trivialite´ du groupe conside´re´ sur un corps
fini (the´ore`me 7.6) moyennant quelques hypothe`ses de lissite´ additionnelles.
-Si H est suppose´ connexe et k de caracte´ristique ze´ro, on montre que le groupe
de Brauer ge´ome´trique BrX
c
est nul (the´ore`me 5.1) En particulier la formule du
the´ore`me 8.1 vaut alors en remplac¸ant Br1X
c par BrXc. On a e´galement un analogue
partiel en caracte´ristique p.
Au passage on donne aussi une de´monstration de´taille´e d’une formule de compati-
bilite´ entre accouplements (the´ore`me 6.2) qui est utile en elle-meˆme.
2 Notations et conventions
Dans ce texte, tous les sche´mas en groupes sont suppose´s localement de type fini.
Si k est un corps, on dit simplement ”k-groupe” pour de´signer un k-sche´ma en groupes
line´aire, i.e. affine et de type fini. Un k-groupe re´ductif (resp. semi-simple) est un k-
sche´ma en groupes affine, lisse, connexe, et re´ductif (resp. semi-simple). On note souvent
G0 la composante connexe du neutre d’un k-groupe G. Si G est un k-groupe connexe
lisse sur un corps parfait, on note Gu son radical unipotent, Gred := G/Gu le quotient
re´ductif, Gss le sous-groupe de´rive´ de Gred et Gsc le reveˆtement semi-simple simplement
connexe de Gsc. On dit alors que G est quasi-trivial si Gtor := Gred/Gss est quasi-trivial
(i.e. son groupe des caracte`res est un module galoisien de permutation) et Gss est
simplement connexe.
Pour tout corps k, on note k¯ une cloˆture se´parable de k et Γk = Gal(k¯/k). Si X
est un k-sche´ma et L une extension de k, on pose XL := X ×k L et X = X ×k k¯.
Les groupes de cohomologie e´tale Hnet(X, ...) sont note´s simplement H
n(X, ...), tandis
qu’on noteHnfppf(X, ...) s’il s’agit de groupes fppf (les deux co¨ıncident pour des faisceaux
repre´sente´s par des sche´mas en groupes lisses et quasi-projectifs). Pour simplifier on
note aussi souvent Hn(X,C•) les groupes d’hypercohomologie Hn(X,C•) quand C•
est un complexe borne´ de faisceaux e´tales sur X (et de meˆme avec les groupes fppf).
On adopte des notations analogues pour les ensembles de cohomologie (non abe´lienne)
H1(X, ...). En particulier si G est un k-sche´ma en groupes lisse, l’ensemble H1(k,G)
(resp. les groupes H i(k,G) si G est commutatif) s’identifie a` l’ensemble de cohomologie
galoisienne H1(Γk, G(k¯)) (resp. aux groupes de cohomologie galoisienne H
i(Γk, G(k¯))).
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Par convention, quand on e´crit un complexe a` deux termes sous la forme [A→ B],
cela signifie que A est en degre´ −1 et B en degre´ 0. Si Z est un sche´ma, on note
D(Z) (resp. Dfppf(Z)) la cate´gorie de´rive´e borne´e des faisceaux e´tales (resp. fppf) sur
Z. Si k est un corps et M est un Γk-module galoisien (ou encore un complexe borne´
de modules galoisiens), on note (pour tout i ≥ 1) Xiω,alg(k,M) (ou X
i
ω,alg(M) s’il n’y
a pas d’ambigu¨ite´ sur le corps k) le sous-groupe de H i(Γk,M) constitue´ des e´le´ments
dont la restriction a` H i(C,M) est nulle pour tout sous-groupe procyclique C de Γk.
Un corps local est un corps complet pour une valuation discre`te a` corps re´siduel
fini : c’est une extension finie de Qp (s’il est de caracte´ristique 0) ou d’un corps de
se´ries de Laurent Fq((t)) sur un corps fini (s’il est de caracte´ristique > 0). On utilisera
fre´quemment le fait (duˆ a` Kneser [Kn1], [Kn2] en caracte´ristique ze´ro et a` Bruhat-Tits
[BrTi] en caracte´ristique > 0) que pour un groupe semi-simple simplement connexe G
sur un corps local K, on a H1(K,G) = 0. Par Hilbert 90, on en de´duit alors le re´sultat
analogue si G est quasi-trivial sur un corps local.
Un corps global est un corps de nombres (extension finie de Q) ou le corps des
fonctions d’une courbe alge´brique sur un corps fini. Pour toute place v d’un tel corps
K, on note Kv le comple´te´ de K en v. Si K est un corps global et M un ΓK-module
galoisien (ou un complexe borne´ de modules galoisiens), on noteXiω(K,M) (ou simple-
ment Xiω(M)) le sous-groupe de H
i(K,M) constitue´ des e´le´ments dont la restriction
a` H i(Kv,M) est nulle pour presque toute place v de K. Si de plus M est un ΓK-
module galoisien de type fini (resp. de type fini sans torsion), une conse´quence facile du
the´ore`me de Cebotarev est que X1ω(M) = X
1
ω,alg(M) (resp. X
2
ω(M) = X
2
ω,alg(M)),
[Sa], section 2.
Si A est un groupe abe´lien, et n ∈ N, A[n] de´signe le sous-groupe de n-torsion de
A. Si l est un nombre premier, A{l} de´signe le sous-groupe de torsion l-primaire de A,
et A{l′} le sous-groupe de torsion premie`re a` l.
3 Accouplement entre complexes de groupes de type mul-
tiplicatif
Dans cette section on e´tend l’accouplement S × Ŝ → Gm entre un groupe de type
multiplicatif S et son groupe des caracte`res Ŝ a` des complexes a` deux termes, et on
montre un re´sultat de dualite´ lie´ a` cet accouplement sur un corps local.
Lemme 3.1 Soit Z un sche´ma. Soient C = [S → T ] un complexe de groupes de type
multiplicatif de type fini sur Z et Ĉ = [T̂ → Ŝ] le complexe dual. Alors on a un
accouplement canonique
[S → T ]⊗L [T̂ → Ŝ]→ Gm[1]
dans la cate´gorie de´rive´e borne´e Dfppf(Z) des faisceaux fppf sur Z. De plus, cet accou-
plement induit pour tout n ≥ 0 un isomorphisme canonique
Hnfppf(Z, [S → T ])→ R
nHomZ([T̂ → Ŝ],Gm[1])
ou` HomZ(...) de´signe les homomorphismes dans la cate´gorie de´rive´e borne´e D(Z) des
faisceaux e´tales sur Z. La meˆme assertion est valable si l’on remplace HomZ(...) par
HomDfppf(Z)(...).
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De´monstration : On note que par dualite´ pour les groupes de type multiplicatif,
le complexe Ĉ est le complexe des morphismes Hom∗(C,Gm[1]) correspondant au
foncteur ”Hom interne” Hom(.,Gm[1]) dans la cate´gorie des complexes de faisceaux
fppf sur Z. Alors RHom(.,Gm[1])) est le foncteur de´rive´ total de Hom(.,Gm[1]), d’ou`
un morphisme naturel dans Dfppf(Z) :
Ĉ → RHom(C,Gm[1]) .
Par adjonction entre le produit tensoriel de´rive´ ⊗L et RHom, on a un isomorphisme
naturel d’adjonction (cf. [W], Th. 10.8.7) :
HomDfppf(Z)(Ĉ ⊗
L C,Gm[1]) = HomDfppf(Z)(Ĉ,RHom(C,Gm[1]))
qui donne un morphisme
Cˆ ⊗L C → Gm[1]
fournissant l’accouplement souhaite´.
Pour la deuxie`me assertion, on note pour commencer que le groupe de droite ne
change pas que l’on travaille dans D(Z) ou dans Dfppf(Z) (via [Sk], lemme 2.3.7).
L’isomorphisme se de´duit imme´diatement par de´vissage a` partir des cas extreˆmes S = 0
ou T = 0 (via le lemme des cinq), le re´sultat e´tant alors connu (loc. cit.).
Remarque : S’il n’y a pas d’hypothe`se de lissite´ sur S et T , il est important de
conside´rer Hnfppf(X, [S → T ]), et non le groupe e´tale correspondant.
Quand Z = Spec k est le spectre d’un corps, le lemme 3.1 donne en particulier un
accouplement de cup-produit
H1(k, [T̂ → Ŝ])×H0fppf(k, [S → T ])→ H
2
fppf(k,Gm) = H
2(k,Gm) = Br k (1)
Si K est un corps local, on a une topologie naturelle sur les groupes H ifppf(K, [S →
T ]) pour i ≥ 0, qui en fait des groupes se´pare´s (au sens de Hausdorff), localement
compacts, de´nombrables a` l’infini, et totalement discontinus. Si K est un corps local
de caracte´ristique ze´ro, on obtient des groupes discrets pour i ≥ 1 (et on peut de´finir
la topologie sur H0fppf(K, [S → T ]) via le fait que ce groupe est extension d’un quotient
de H0(K,T ) par un sous-groupe du groupe fini H1(K,S), cf. [De3], section 3). Si K
est de caracte´ristique p > 0, le groupe H1fppf(K,S) est en ge´ne´ral infini (il est seulement
profini) si S contient de la p-torsion ; la topologie sur les H ifppf(K, [S → T ]) est alors
de´finie par le meˆme proce´de´ que dans [Mi2], section III.6. On a alors l’e´nonce´ suivant,
dans l’esprit du the´ore`me 3.1 de [De3] :
Proposition 3.2 Soit K un corps local (de caracte´ristique quelconque). Soit [S →
T ] un complexe de K-groupes de type multiplicatif. Alors l’accouplement (1) induit
un isomorphisme entre le groupe discret H1(K, [T̂ → Ŝ]) et le dual de Pontryagin
H0fppf(K, [S → T ])
D de H0fppf(K, [S → T ]).
Ici le dual de Pontryagin AD d’un groupe topologique abe´lien A est le groupe des
homomorphismes continus de A dans le groupe discret Q/Z.
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De´monstration : On proce`de par de´vissage en commenc¸ant par le cas ou` T = 0.
Comme S est de type multiplicatif, on peut e´crire une suite exacte
0→ S → T1 → T2 → 0
ou` T1 et T2 sont des tores. On obtient un diagramme commutatif a` lignes exactes
H1(K, T̂2) //

H1(K, T̂1) //

H1(K, Ŝ) //

H2(K, T̂2) //

H2(K, T̂1)

H1(K,T2)
D // H1(K,T1)D // H1fppf(K,S)
D // H0(K,T2)D // H0(K,T1)D
et le re´sultat re´sulte alors du lemme des cinq joint au fait que pour chaque tore Ti les
fle`ches H1(K, T̂i)→ H
1(K,Ti)
D et H2(K, T̂i)→ H
0(K,Ti)
D induites par (1) sont des
isomorphismes ([Mi2], Th. III.6.9 ; noter que pour chaque tore Ti, le groupe H
1(K,Ti)
est fini tandis que H0(K,Ti) et son comple´te´ pour la topologie des sous-groupes ouverts
d’indice fini ont meˆme dual, [HSz], Lemme 2.2).
Dans le cas ge´ne´ral ou` S et T sont quelconques, on a un diagramme commutatif
H1(K, T̂2) //

H1(K, T̂1) //

H1(K, Ŝ) //

H2(K, T̂2) //

H2(K, T̂1)

H1(K,T2)
D // H1(K,T1)D // H1fppf(K,S)
D // H0(K,T2)D // H0(K,T1)D
et le meˆme argument de de´vissage fonctionne a` condition de savoir que pour un groupe
de type multiplicatif S quelconque, la fle`che H2(K, Ŝ) → H0(K,S)D est un isomor-
phisme. Or ceci est connu si S n’a pas de p-torsion ([Mi2], Cor. I.2.3, toujours avec
le fait que H0(K,S) et son comple´te´ ont meˆme dual), et le cas ge´ne´ral s’en de´duit
imme´diatement vu que si µ est un groupe de type multiplicatif de torsion p-primaire,
on a H0fppf(K,µ) = H
2(K, µˆ) = 0 et H1(K, µˆ)
∼=
−→ H1fppf(K,µ)
D ([Mi2], Prop. III.6.4 et
Prop. III.6.10).
Remarque : On pourrait montrer plus pre´cise´ment qu’on obtient une dualite´ entre
le groupe discret H1(K, [T̂ → Ŝ]) et le comple´te´ (pour la topologie de´finie par les sous-
groupes ouverts d’indice fini) de H0fppf(K, [S → T ]) ; nous n’aurons pas besoin de ce
re´sultat.
4 Groupe de Brauer non ramifie´, relation avec le com-
plexe KD′(X)
Soit p : X → Spec k une varie´te´ lisse et ge´ome´triquement inte`gre sur un corps k,
dont on note BrX := H2(X,Gm) le groupe de Brauer cohomologique. Rappelons que
X e´tant un sche´ma inte`gre re´gulier, la fle`che canonique BrX → Br (k(X)) est injective
(ou` k(X) est le corps des fonctions de X) par le corollaire II.1.8 de [Gr]. Si Xc est une
compactification lisse de X, alors la fle`che compose´e BrXc → BrX → Br (k(X)) est
injective, donc la fle`che BrXc → BrX est injective.
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Comme dans [HSk], on conside`re le complexe de faisceaux e´tales sur Spec k de´fini
par
KD(X) = (UPicX)[1] := (τ≤1Rp∗Gm,X)[1]
et on de´finit KD′(X) comme le coˆne du morphisme canonique Gm[1]→ KD(X).
Posons Br1X = ker[BrX → BrX ]. Un argument de suite spectrale donne des
fle`ches
H1(k,Rp∗Gm,X)→ H
1
fppf(k,Rp∗Gm,X)→ BrX = H
2(X,Gm) = H
2
fppf(X,Gm)
qui induisent un isomorphisme H1(k,KD(X)) ≃ Br1X, et une fle`che
r : Br1X ≃ H
1(k,KD(X)) → H1(k,KD′(X))
dont le noyau est Br0X := Im [Br k → BrX], fle`che qui est de plus surjective si
H3(k,Gm) = 0 ou si X(k) 6= ∅ ([BvH1], Prop. 2.18 et [HSk], page 7). Si m ∈ X(k)
est un point rationnel de X, on notera Br1,mX le sous-groupe de Br1X constitue´ des
e´le´ments dont l’e´valuation en m est nulle. Ainsi Br1,mX s’identifie a` Br1X/Br k.
Proposition 4.1 Soit X une varie´te´ lisse, ge´ome´triquement inte`gre sur un corps k. On
suppose que X admet une compactification lisse Xc. Alors l’image re´ciproque du sous-
groupe X1ω,alg(KD
′(X)) ⊂ H1(k,KD′(X)) par r est contenue dans l’image de Br1X
c
dans Br1X. Le meˆme re´sultat vaut avec X
1
ω(KD
′(X)) a` la place de X1ω,alg(KD
′(X))
si k est un corps global.
De´monstration : D’apre`s [BvH1], prop. 2.19, on a un diagramme commutatif exacte
Br k // Br1X
c //
i∗
Br1

H1(k,KD′(Xc)) //
 _
i∗
KD′

H3(k,Gm)
Br k // Br1X
r // H1(k,KD′(X)) // H3(k,Gm) .
(2)
D’apre`s [BvH1], cor. 2.16, l’homomorphisme i∗KD′ est injectif et induit un isomorphisme
X
1
ω,alg(KD
′(Xc))
∼
−→X1ω,alg(KD
′(X)).
Soit ξ ∈ Br1X tel que r(ξ) ∈X
1
ω,alg(KD
′(X)), alors
r(ξ) ∈ i∗KD′(X
1
ω,alg(KD
′(Xc))) ⊂ Im i∗KD′ ,
et par chasse au diagramme on obtient que ξ ∈ Im i∗Br1 . L’argument avec X
1
ω a` la place
de X1ω,alg est identique.
Remarque : Si k est de caracte´ristique ze´ro, l’existence de Xc est automatique par
la re´solution des singularite´s d’Hironaka. Dans ce cas BrXc n’est autre que le groupe de
Brauer non ramifie´ BrnrX deX ([CTS], section 5). En caracte´ristique p, siX
c existe, on
sait juste que pour tout nombre premier l diffe´rent de p, on a (BrnrX){l} = (BrX
c){l}
([CT1], proposition 4.2.3).
Montrons maintenant une sorte de re´ciproque de la proposition 4.1, sur un corps
global, sans supposer l’existence d’une compactification lisse de X.
Proposition 4.2 Soit K un corps global de caracte´ristique p ≥ 0, X une K-varie´te´
lisse et ge´ome´triquement inte`gre. Soit α ∈ (BrnrX){p
′}. Alors pour presque toute
place v de K, αv ∈ Br (Xv) est orthogonal a` X(Kv) pour l’accouplement d’e´valuation
X(Kv)× Br (Xv)→ Br (Kv) ∼= Q/Z, ou` on a note´ Xv := X ×K Kv.
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De´monstration : Supposons tout d’abord l’existence d’une compactification lisse
Xc de X sur K (par exemple K de caracte´ristique nulle). Il existe alors un ensemble fini
de places Σ de K (contenant les e´ventuelles places archime´diennes) tel que la K-varie´te´
propre et lisse Xc s’etende en un sche´ma propre et lisse X c au-dessus de l’anneau des
Σ-entiers OΣ. Soit α ∈ (BrnrX){p
′}, alors α ∈ BrXc d’apre`s la remarque ci-dessus.
Quitte a` augmenter Σ, on peut donc supposer que α est dans BrX c. Or le groupe de
Brauer de l’anneau des entiers Ov de tout comple´te´ non archime´dien Kv de K est nul ;
par conse´quent on a α(Pv) = 0 pour toute v 6∈ Σ et tout point local Pv ∈ X(Kv) car
par proprete´ Pv s’e´tend en une Ov-section de X
c.
Traitons maintenant le cas ge´ne´ral ou` K est de caracte´ristique p > 0, ce qui fait
que l’existence d’une compactification lisse n’est pas connue. On peut supposer que
α ∈ Brnr (X){l}, avec l premier distinct de p. Le the´ore`me de compactification de
Nagata assure l’existence d’une immersion ouverte X → Z, ou` Z est une K-varie´te´
propre. Un the´ore`me de Gabber (voir [ILO], expose´ X, the´ore`me 2.1) assure qu’il existe
une extension finie de corps K ′/K, de degre´ premier a` l, et une l′-alte´ration h : Y →
ZK ′ , ou` Y est une K
′-varie´te´ lisse. En particulier, le morphisme h est propre, surjectif
et ge´ne´riquement fini de degre´ premier a` l, et Y est donc propre et lisse sur K ′. On
conside`re alors le diagramme commutatif suivant, ou` les deux carre´s sont des produits
fibre´s :
V
i //
h′

Y
h

XK ′ //

ZK ′

X // Z .
(3)
On note π le morphisme compose´ V → XK ′ → X. Par fonctorialite´ du groupe de
Brauer non ramifie´ (voir [CTS], lemme 5.5), on a π∗(α) ∈ Brnr (V ){l} = Br (Y ){l}.
Le morphisme π : V → X e´tant ge´ne´riquement fini de degre´ d premier a` l, il existe
un ouvert affine U de X tel que la restriction πU : VU := V ×X U → U de ce morphisme
soit un morphisme fini et plat sur U , donc dont le degre´ des fibres est un entier constant
d premier a` l.
Soit S un ensemble fini de places deK tel que le diagramme (3) (ou plus exactement
son analogue en remplac¸ant X, XK ′ , V respectivement par U , UK ′ , VU ) s’e´tende en un
diagramme de Spec (OK,S)-sche´mas
VU
i //
h′

Y
h

UK ′ //

ZK ′

U // Z
avec Y propre lisse sur Spec (OK ′,S′), ou` S
′ de´signe l’ensemble des places de K ′ au-
dessus de S. Quitte a` agrandir S, on peut aussi supposer que α ∈ Br (U) et que
π∗(α) ∈ Br (Y) (car π∗(α) ∈ BrY ).
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Soit v /∈ S et xv ∈ U(Kv). Puisque l’on a l’e´galite´ [K
′ : K] =
∑
w|v ewfw (voir par
exemple [Ro], the´ore`me 7.6), le fait que l ne divise pas [K ′ : K] assure qu’il existe une
place w de K ′ au-dessus de v telle que [K ′w : Kv] = ewfw soit premier a` l.
Puisque πU : VU → UK ′ est fini de degre´ premier a` l, il existe une extension finie
de corps L/K ′w et un point y ∈ X(L) tels que xv = πU (y), avec [L : K
′
w] (et donc aussi
[L : Kv]) premier a` l.
On a alors ResL/Kv(α(xv)) = ((πU )
∗(α))(y) dans Br (L). Or on dispose du dia-
gramme commutatif suivant :
Spec (L)
y //

Y

Spec (OL) // Spec (OK ′,S′) ,
donc le crite`re valuatif de proprete´ assure l’existence d’une factorisation
y : Spec (OL)→ Y.
Comme (πU )
∗(α) ∈ BrY, on en de´duit que ((πU )
∗(α))(y) ∈ Br (OL) = 0. Donc finale-
ment, on a montre´ que ResL/Kv(α(xv)) = 0 dans Br (L). Comme [L : Kv] est premier
a` l et que la restriction BrKv → BrL correspond a` la multiplication par [L : Kv] (qui
est premier a` l) dans Q/Z, on obtient que α(xv) = 0 dans Br (Kv). Par conse´quent,
l’e´le´ment αv ∈ Br (Xv) est orthogonal a` U(Kv) pour toute place v /∈ S. Enfin, puisque
U est un ouvert non vide de la varie´te´ inte`gre X, le the´ore`me des fonctions implicites
donne que U(Kv) est dense dans X(Kv) pour la topologie v-adique. Or l’accouplement
Br (Xv) ×X(Kv) → Br (Kv) est continu pour cette topologie, donc αv est orthogonal
a` X(Kv) tout entier, pour tout v /∈ S. Cela conclut la preuve.
5 Le groupe de Brauer ge´ome´trique
Dans cette section, on montre que dans le cas des espaces homoge`nes a` stabilisateurs
connexes sur un corps alge´briquement clos, le groupe de Brauer d’un mode`le projectif
lisse est trivial. Plus pre´cise´ment le the´ore`me principal de cette section est le suivant :
Theore`me 5.1 Soit k un corps se´parablement clos.
Soit G un k-groupe line´aire connexe lisse et soit H un k-sous-groupe connexe lisse
de G. On note X := G/H et on de´signe par Xc une compactification lisse de X. On
suppose l’une des conditions suivantes
– k est de caracte´ristique nulle.
– k est alge´briquement clos (i.e. k est parfait) et H est produit semi-direct de Hu
par Hred.
– H et G sont re´ductifs.
Alors Br (Xc){l} = 0, pour tout l premier a` la caracte´ristique de k.
Remarque : Ce re´sultat e´tend le re´sultat classique de Bogomolov (voir [Bog],
the´ore`me 2.4), qui concerne le cas ou` k = C et G est semi-simple simplement connexe.
Cela re´pond en particulier par l’affirmative a` la remarque 9.14 de [CTS], ainsi qu’a` la
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question qui suit le the´ore`me 1.4 de [CTK2], ou` les auteurs demandent si le re´sultat
de Bogomolov s’e´tend (en caracte´ristique nulle) au cas ou` G est un groupe line´aire
connexe quelconque.
On commence par un lemme ge´ne´ral :
Lemme 5.2 Soit X une varie´te´ lisse et ge´ome´triquement inte`gre sur un corps k. Soient
l un nombre premier diffe´rent de Car k et α ∈ (BrX){l}. On suppose que α ∈ BrnrX
(ou encore α ∈ BrXc si on dispose d’une compactification lisse Xc de X) et qu’il existe
une extension de corps K de k telle que la restriction αK ∈ BrXK soit nulle. Alors α
est alge´brique (i.e. la restriction de α a` BrX est nulle).
De´monstration : Choisissons des cloˆtures se´parables compatibles k¯ de k et K de
K. L’hypothe`se implique que la restriction de α a` Brnr (XK){l} est nulle.
Supposons d’abord que X admet une compactification lisse Xc. Alors la restriction
Brnr (Xk¯){l} → Brnr (XK){l} est un isomorphisme via [CT1], proposition 4.2.3 et la
rigidite´ de la cohomologie non ramifie´e a` coefficients finis (loc. cit., the´ore`me 4.1.1),
d’ou` le lemme.
Dans le cas ge´ne´ral, on dispose du the´ore`me de Gabber : comme dans la preuve de
la proposition 4.2, il existe une extension finie k′/k de degre´ premier a` l, que l’on peut
supposer contenue dans K, et un diagramme carte´sien analogue a` (3) :
V
i //
h′

Y
h

Xk′ //

Zk′

X // Z ,
(4)
avec Y propre et lisse sur Spec k′, V → Y immersion ouverte et V → Xk′ ge´ne´riquement
fini de degre´ premier a` l.
L’argument de rigidite´ pre´ce´dent, applique´ a` V (qui admet une compactification
lisse) assure que la restriction de α a` Br (Vk′) est nulle. Or le morphisme Vk′ →
Xk′ est ge´ne´riquement fini, de degre´ premier a` l, donc un argument de restriction-
corestriction au niveau de l’extension de corps de fonctions assure que la restriction
de α a` Br (Xk′) est nulle (on utilise aussi ici que si F/E est une extension de corps
de caracte´ristique p purement inse´parable, et W une E-varie´te´, alors la restriction
Br (W ){p′} → Br (WF ){p
′} est un isomorphisme : voir [Mi1], remarque II.3.17).
Par conse´quent, il existe une extension finie L/k telle que la restriction de α a`
Br (XL) soit nulle. On de´compose alors l’extension L/k en une extension se´parable E/K
et une extension purement inse´parable L/E. La remarque II.3.17 de [Mi1] assure alors
que la restriction Br (XE){p
′} → Br (XL){p
′} est un isomorphisme, donc la restriction
de α a` Br (XE) est nulle, donc α est alge´brique.
Preuve du the´ore`me 5.1. La preuve de ce re´sultat se fait en plusieurs e´tapes.
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E´tape 1 : cas de la cloˆture se´parable d’un corps global.
Lemme 5.3 Soit k un corps global. Soit l premier a` Car(k).
– Soient H et G deux k-groupes re´ductifs, avec H ⊂ G. On pose X := G/H. Soit
Xc une compactification lisse de X.
Alors Br (Xc){l} = Br 1(X
c){l}.
– Si H, G, X et Xc sont de´finis sur k, alors Br (Xc){l} = 0.
Remarque : Graˆce a` la proposition 4.2 et au lemme 5.2, ce lemme reste valable
sans supposer l’existence de la compactification lisse Xc de X, en remplac¸ant Br (Xc)
par Brnr (X). Noter aussi qu’en particulier H et G sont suppose´s lisses.
De´monstration : Tout d’abord, il est clair que le second point du lemme est une
conse´quence du premier. En effet, si tout est de´fini sur k, et si α ∈ Br (Xc){l}, alors
il existe une extension finie se´parable K/k telle que H, G, X, Xc et α soient de´finis
sur K. Or K est un corps global, donc α vu dans le groupe de Brauer de la K-varie´te´
Xc est alge´brique par le premier point, donc α est nul dans le groupe de Brauer de la
k-varie´te´ Xc.
Montrons maintenant le premier point. D’apre`s [CTK2], lemme 1.5, on peut sup-
poser que le groupe G est quasi-trivial. Soit α ∈ Br e(X
c){l}. On souhaite montrer que
α est alge´brique, c’est-a`-dire que sa restriction a` BrX
c
est nulle.
On note π : G→ X le morphisme quotient.
Quitte a` remplacer k par une extension finie se´parable, on peut supposer que les
groupes re´ductifs H et G sont k-de´ploye´s.
Alors π∗(α) = 0 dans Brnr e(G) (puisque Brnr (G){l} = Br (k){l}, vu que G est
re´ductif de´ploye´, donc rationnel : voir [Brl], corollaires 14.14 et 18.8).
Par conse´quent, la suite exacte du the´ore`me 2.4 de [BD] (valable en caracte´ristique
positive, avec la meˆme preuve, en supposant H et G re´ductifs) assure qu’il existe
p ∈ Pic (H) tel que δ(p) = α, ou` δ : Pic (H) → Br (X) est le morphisme de´fini par
Colliot-The´le`ne et Xu ([CTX], section 2, p.314).
Puisque α ∈ Br (X) est non ramifie´ (i.e. appartient a` BrXc) et que le groupe de
Brauer de l’anneau des entiers Ov est nul, on obtient que pour presque toute place
v de k, la localisation αv ∈ Br (Xv) := Br (X ×k kv) est orthogonale a` X(kv), pour
l’accouplement canonique d’e´valuation (voir proposition 4.2).
On conside`re le diagramme commutatif suivant :
X(kv)

× Br (Xv) // Br (kv)
=

H1(kv ,H) × Pic (Hv) //
δ
OO
Br (kv) .
(5)
Dans ce diagramme, le premier accouplement horizontal est l’accouplement d’e´valuation
usuel. Pour la de´finition de la seconde ligne et la commutativite´ du diagramme, voir
[CTX], proposition 2.9.
Or G est quasi-trivial, donc H1(kv, G) = 1 pour toute place finie v de k. Donc
l’application caracte´ristique X(kv)→ H
1(kv,H) est surjective. Donc le diagramme (5)
assure que, pour presque toute place v, pv ∈ PicHv est orthogonal a` H
1(kv,H).
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Soit TH un tore maximal de H et THsc son image re´ciproque par le morphisme
canonique Hsc → H. Notons CH := [THsc → TH ] et ĈH := [T̂H → T̂Hsc ]. Rap-
pelons qu’on dispose alors du groupe H1ab(kv ,H) := H
1(kv, CH) et d’un morphisme
d’abe´lianisation ab1H : H
1(kv ,H) → H
1
ab(kv ,H) qui est surjectif pour toute place v de
k ([Brv3], the´ore`me 5.4 en caracte´ristique ze´ro. En caracte´ristique positive, le the´ore`me
5.5 et l’exemple 5.4(i) de [GA] assurent le re´sultat).
On a un diagramme commutatif :
H1(kv ,H)
ab1H

× Pic(Hv) // Br(kv)
H1ab(kv ,H) × H
1(kv, ĈH)
∼=
OO
∪ // Br(kv) .
Or le morphisme H1(kv , ĈH) → Pic(Hv) est un isomorphisme (voir [BvH1], co-
rollaire 5) et l’application ab1H est surjective, donc l’image qv de pv dans H
1(kv , ĈH)
est orthogonale a` H1ab(kv ,H) pour le cup-produit. Or l’accouplement H
1
ab(kv ,H) ×
H1(kv , ĈH)→ Br(kv) est une dualite´ parfaite de groupes finis (voir [De3], the´ore`me 3.1
pour la caracte´ristique nulle ; la preuve en caracte´ristique positive est similaire), donc
qv = 0, donc pv = 0.
Finalement, on a montre´ que pv = 0 pour presque toute place v, donc on a aussi
αv = 0 pour presque toute place v. Ceci implique en particulier que α est alge´brique
via le lemme 5.2.
Remarque : Sur un corps p-adique, la dualite´ entreH1(kv,H) et PicHv (variante de
re´sultats de Kottwitz) avait de´ja` e´te´ obtenue par Colliot-The´le`ne ([CT2], the´ore`me 9.1)
en utilisant les re´solutions flasques.
E´tape 2 : cas d’un corps alge´briquement clos de caracte´ristique nulle.
Dans cette partie, on de´montre le the´ore`me 5.1 dans le cas ou` k est un corps
alge´briquement clos de caracte´ristique nulle.
On suppose d’abord que H et G sont re´ductifs. On voit Q comme un sous-corps de
k. La the´orie des groupes re´ductifs assure qu’il existe des Q-groupes re´ductifs H ′ et G′
tels que H ′k = H et G
′
k = G. Par un the´ore`me de Vingberg re´dige´ par Margaux (voir
the´ore`me 1.1 de [Ma]), applique´ a` l’inclusion (de´finie sur k) i : H → G, il existe une
inclusion i′ : H ′ → G′ de´finie sur Q et g ∈ G(k) tels que i = int(g) ◦ i′k. On dispose
alors d’une Q-varie´te´ X ′ := G′/H ′.
Le k-morphisme int(g) : G → G induit alors un k-isomorphisme ϕ : X ′k → X. On
en de´duit donc un isomorphisme de groupes Br (Xc) ∼= Br (X ′
c
k).
Or la rigidite´ de la cohomologie non ramifie´e a` coefficients finis assure que Br (X ′c) =
Br (X ′ck) ([CT1], the´ore`me 4.4.1).
Le lemme 5.3 de l’e´tape 1 assure que Br (X ′c) = 0, d’ou` finalement Br (Xc) = 0.
Supposons maintenant seulement H re´ductif. On de´finit Y := X/Gu = G/(H.Gu).
Alors Y est un espace homoge`ne de Gred a` stabilisateur re´ductif, donc par la preuve
pre´ce´dente, on a Br (Y c) = 0 si Y c est une compactification lisse de Y . D’autre part la
fibre ge´ne´rique du morphisme X → Y est un espace homoge`ne W de Gu, elle admet
donc un point rationnel ([Brv2], Lemme 3.2) sur le corps des fonctions K de Y . En
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particulier on a un K-morphisme GuK → W qui est un torseur sous un K-groupe
unipotent, donc un torseur trivial. Ceci implique que W est K-rationnel (puisque c’est
le cas de tout groupe unipotent en caracte´ristique ze´ro). Finalement la varie´te´ X est
stablement k-birationnelle a` Y , donc Br (Xc) ∼= Br (Y c), d’ou` Br (Xc) = 0.
On ne suppose plus maintenant ni H, ni G re´ductifs. Le the´ore`me de Mostow assure
l’existence d’une de´composition en produit semi-direct H = Hu ⋊Hred. On conside`re
alors le quotient Z := G/Hred. On dispose d’un morphisme naturel Z → X, et comme
ci-dessus Z est stablement k-birationnelle a` X, d’ou` Br (Xc) ∼= Br (Zc). Or Br (Zc) = 0
par le cas pre´ce´dent (Z est un espace homoge`ne de G a` stabilisateur re´ductif Hred), donc
Br (Xc) = 0, ce qui conclut la preuve du the´ore`me 5.1 dans le cas de caracte´ristique
nulle.
E´tape 3 : cas d’un corps se´parablement clos de caracte´ristique positive.
En caracte´ristique positive, le the´ore`me de Vingberg-Margaux n’est pas ve´rifie´ pour
des groupes re´ductifs semi-simples : il vaut pour les groupes line´airement re´ductifs (voir
[Ma], remarque 5.2 pour un contre-exemple). Par conse´quent, on ne peut adapter la
me´thode de l’e´tape 2 pour de´duire le the´ore`me du cas des corps globaux. On va donc
utiliser une autre me´thode, consistant a` se ramener aux corps finis.
Notons d’abord qu’on peut supposer G et H re´ductifs, car sinon les hypothe`ses
supple´mentaires (k parfait et H produit semi-direct de Hu par Hred) permettent de se
ramener a` cette situation comme a` la fin de l’e´tape 2.
On commence par les corps finis :
Lemme 5.4 Si k est la cloˆture alge´brique d’un corps fini F, alors on a Brnr (X){l} = 0,
pour tout l 6= Car(F).
De´monstration : On conside`re l’extension de corps k ⊂ K := F(t). Par le lemme
5.3 et la remarque qui le suit, on sait que Brnr (XK){l} = 0. Alors le lemme 5.2 assure
que tous les e´le´ments de Brnr (X){l} sont alge´briques. Or k est se´parablement clos,
donc Brnr (X){l} = 0.
De´montrons maintenant le the´ore`me 5.1 dans le cas ge´ne´ral, ou` k est un corps
se´parablement clos de caracte´ristique p > 0. Soit α ∈ Br (Xc){l}. Alors il existe une
sous-extension de type fini L/Fp de k/Fp, telle que H, G, X et α soient de´finis sur L.
En utilisant la suite exacte
0→ Pic (HK)
δ
−→ Br (XK)
pi∗
−→ Br (GK)
pour toute extensionK/L, ainsi que le fait que Br nr(GL){l} = 0 (puisqueGL est ration-
nel car de´ploye´), on sait qu’il existe une extension finie se´parable K/L et p ∈ Pic (HK)
tels que l’image αK de α dans BrXK ve´rifie αK = δ(p), avec de plus la proprie´te´ que
Htor soit K-de´ploye´. On peut en outre supposer que le groupe fondamental µH de H
ss
est de´ploye´ par K.
Pour montrer le the´ore`me, il suffit de montrer que αK=0.
Puisque Pic (HtorK ) = 0, le morphisme Pic (HK)→ Pic (H
ss
K) est injectif.
On sait que p est repre´sentable par une extension centrale de K-groupes alge´briques
1→ GmK → H0 → HK → 1 . (6)
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On note H1 le pull-back de cette extension par H
ss
K → HK .
La trivialite´ de Pic (HscK ) assure que le pull-back de cette suite exacte parH
sc
K → H
ss
K
est une suite scinde´e.
Il existe alors une Fp-alge`bre inte`gre de type fini B de corps des fractions K, des
B-sche´mas en groupes H, G, Hss, deux B-sche´mas X et X c tels que
– les fibres ge´ne´riques de H, G, Hss, X et X c sont respectivement HK , GK , H
ss
K ,
XK et X
c
K .
– G est un B-sche´ma en groupes quasi-trivial (extension d’un tore quasi-trivial par
un sche´ma en groupes semi-simple simplement connexe ; en particulier le groupe
de Picard des fibres ge´ome´triques de G est nul).
– H est un B-sche´ma en groupes re´ductif, et on a une suite exacte centrale de
B-sche´mas en groupes
1→ µH,B →H
sc →Hss → 1
avec Hsc semi-simple simplement connexe et µH,B fini de type multiplicatif et
de´ploye´.
– la suite (6) s’e´tend en une suite exacte centrale sur B
1→ GmB → H0 →H → 1 ,
dont la classe pB dans PicH a pour fibre ge´ne´rique p ∈ PicHK . On peut de
meˆme e´tendre l’extension associe´e a` H1, ce qui donne une classe p
′
B ∈ PicH
ss
(image de pB), dont la fibre ge´ne´rique p
′ est l’image de p dans PicHssK . On peut
e´galement supposer que la suite de´duite par pull-back via Hsc →Hss est scinde´e,
ce qui implique que l’image de p′B dans PicH
sc est nulle.
– HK → GK s’e´tend en un sous-sche´ma en groupes ferme´ H → G et X s’identifie
au quotient G/H.
– x ∈ X(k) s’e´tend en x ∈ X (B).
– X c est un B-sche´ma projectif et lisse.
– X → Xc se prolonge en X → X c.
– pour tout s ∈ Spec (B), la fibre X cs est une compactification lisse de Xs sur k(s).
– la classe αK ∈ Br (X
c
K) s’e´tend en une classe A ∈ Br (X
c), qui co¨ıncide avec
l’image de l’extension H1 (vue dans Pic (H)) via le morphisme Pic (H)→ Br (X )
(construit comme dans le cas des corps, via le H-torseur G → X et la suite exacte
1→ GmB →H0 →H → 1).
Fixons maintenant un point ferme´ s ∈ Spec (B). Par construction, le corps re´siduel
de s, note´ k(s), est un corps fini.
Les proprie´te´s des mode`les qu’on a conside´re´s assurent que la k(s)-compactification
lisse Xs → X
c
s ve´rifie les hypothe`ses du lemme 5.4. La classe As ∈ Br (X
c
s ) est l’image
de la classe ps de H0s (vue dans Pic (Hs)) par le morphisme δs : Pic (Hs) → Br (Xs).
Notons p′s l’image de ps dans Pic (H
ss
s ), alors p
′
s est aussi la fibre en s de p
′
B ∈ Pic (H
ss).
Comme PicHs s’injecte dans BrXs (car PicGs = 0) et As est alge´brique (lemme 5.4),
on obtient que l’image de ps dans PicHs est nulle. Mais PicH
ss
s s’injecte dans PicH
ss
s
puisque Hsss est semi-simple ; on en de´duit que p
′
s = 0.
Or on dispose d’une suite exacte de groupes
0→ H0(B, µ̂H,B)→ Ext
c
B(H
ss,GmB)→ Ext
c
B(H
sc,GmB) ,
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ou` ExtcB(...) de´signe le groupe abe´lien des classes d’extensions centrales de B-faisceaux
en groupes (voir [CTX], p.313).
Comme l’image de p′B dans PicH
sc est nulle, la classe p′B provient d’un e´le´ment
β ∈ H0(B, µ̂H,B), dont l’image βs dans H
0(k(s), µ̂H,s) est nulle (car p
′
s = 0). Or µ̂H,B
est un B-groupe constant car µH,B est fini de type multiplicatif de´ploye´ ; ceci implique
que le morphisme
H0(B, µ̂H,B)→ H
0(k(s), µ̂H,s)
est injectif. Alors βs = 0 implique que β = 0 dans H
0(B, µ̂H,B) ce qui implique
p′B = 0. Ainsi la fibre ge´ne´rique p
′ de p′B est nulle dans Pic (H
ss
K). Enfin, le mor-
phisme Pic (HK)→ Pic (H
ss
K) est injectif, d’ou` p = 0 dans Pic (HK), donc αK = 0 dans
Br (XK), ce qui ache`ve la preuve du the´ore`me 5.1.
6 Une formule de compatibilite´
On conside`re un k-groupe lisse et connexe G (suppose´ re´ductif pour k non parfait)
et un k-sous-groupe alge´brique H de G. Rappelons qu’alors le k-groupe semi-simple
Gss est simplement connexe si et seulement si PicG = 0 via [Sa], lemme 6.9(iii) et
remarque 6.11.3 joints au fait que le noyau du reveˆtement universel Gsc → Gss est un
k-groupe fini de type multiplicatif [Hrd].
De´finition 6.1 Soit H un k-groupe alge´brique. On dit que H est sans caracte`res si le
seul morphisme de k¯-groupes de H dans Gm est le morphisme constant. On dit que H
est de type (ssumult) s’il existe une suite exacte de k-groupes
1→ L→ H → S → 1
ve´rifiant : S est lisse de type multiplicatif et L est lisse, connexe, sans caracte`res.
Noter en particulier qu’un groupe de type (ssumult) est lisse. Si k est de ca-
racte´ristique ze´ro, tout k-groupe connexe ou encore tout k-groupe commutatif est de
type (ssumult). Si k est parfait de caracte´ristique p > 0, tout k-groupe lisse et connexe,
ou encore tout k-groupe lisse commutatif avec H/H0 sans p-torsion, est de type (ssu-
mult) ; en effet ceci re´sulte de la structure des groupes alge´briques sur un corps parfait.
Plus ge´ne´ralement, si k est parfait, un k-groupe lisse H est de type (ssumult) si et
seulement s’il ve´rifie la condition de [BCS], section 3 que le noyau de H → Hmult est
connexe sans caracte`res, ou` Hmult est le quotient maximal de H qui est de type mul-
tiplicatif. La situation est plus complique´e sur un corps imparfait, parce qu’on n’a pas
en ge´ne´ral de radical unipotent de´fini sur k.
Soit X := G/H un espace homoge`ne de G posse´dant un k-point. D’apre`s [Gi],
Prop. III.3.1.1, on a pour tout k-sche´ma S une bijection fonctorielle τS : X(S) →
H0(S, [H → G]) qui induit par changement de base, pour tout k-point s de S, une
bijection X(k) → H0(k, [H → G]). Pour S = X, la classe τX(id) correspondant a`
l’identite´ de X donne une classe [[X]] ∈ H0fppf(X, [H → G]) induite par la trivialisation
du X-torseur (sous G) G ∧H G donne´e par le neutre e ∈ G(k). On obtient ainsi une
bijection
τ : X(k)→ H0fppf(k, [H → G]) x 7→ [[X]](x)
induite par l’e´valuation.
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Theore`me 6.2 Soit G un k-groupe lisse et connexe, re´ductif pour k non parfait,
ve´rifiant PicG = 0. On pose T = Gtor. Soit H un k-sous-groupe lisse de G, sup-
pose´ de composante neutre re´ductive ou de type (ssumult) pour k non parfait ; on note
S = Hmult le quotient maximal de H qui est de type multiplicatif. Soit X = G/H.
Alors :
(a) Il existe un isomorphisme KD′(X) ≃ [T̂ → Ŝ] dans D(k) qui induit un isomor-
phisme fonctoriel
ΦX : Br1,eX → H
1(k, [T̂ → Ŝ]) .
(b) Notons
ab0 = (ab ◦ τ) : X(k)→ H0fppf(k, [S → T ])
la compose´e de τ avec l’application d’abe´lianisation
ab : H0fppf(k, [H → G])→ H
0
fppf(k, [S → T ]) .
Alors on a la formule :
ΦX(α) ∪ ab
0(x) = −α(x) (7)
pour tout x ∈ X(k) et tout α ∈ Br1,eX, ou` ∪ est l’accouplement (1).
Remarque : Nous aurons notamment a` appliquer le the´ore`me sur un corps local
de caracte´ristique p > 0, imparfait donc. L’hypothe`se faite sur H implique alors que
S = Hmult est bien de´fini.
De´monstration : (a) Ceci a e´te´ e´tabli par le premier auteur et van Hamel [BvH2]
en caracte´ristique ze´ro. La meˆme preuve fonctionne en caracte´ristique quelconque une
fois qu’on a fait les hypothe`ses supple´mentaires sur H du the´ore`me 6.2.
(b) La de´monstration de cette compatiblite´ va occuper le reste de cette section. Voir
e´galement l’appendice B pour une de´monstration inde´pendante du the´ore`me 6.2 quand
H est de type (ssumult). On pourra e´galement se reporter au lemme 4.5.1 de [De1]
pour une preuve de la compatibilite´ analogue a` celle que nous donnons maintenant.
De´finition 6.3 Une paire de k-groupes est une paire (G,H), ou` G est un k-groupe
line´aire connexe lisse avec PicG = 0 (suppose´ re´ductif si k est non parfait), et H est
un k-sous-groupe lisse de G (non ne´cessairement connexe, mais de type (ssumult) ou
avec H0 re´ductif pour k non parfait).
Une paire (G,H) de´finit un espace homoge`ne X := G/H avec un point marque´
x0 = eH ∈ X(k), ou` e ∈ G(k) est l’e´le´ment neutre de G.
Par un morphisme de paires φ : (G1,H1)→ (G2,H2) on entend un homomorphisme
surjectif φ : G1 → G2 tel que φ(H1) = H2. Si on pose X1 = G1/H1 et X2 = G2/H2,
alors on a un morphisme φ∗ : (X1, x
0
1)→ (X2, x
0
2), ou` x
0
1 et x
0
2 sont les points marque´s
correspondants.
Soit (G,H) une paire de k-groupes (avec PicG = 0). On choisit un plongement
i : S := Hmult → Q dans un tore quasi-trivial Q. On conside`re le plongement
j : H → G×k Q, h 7→ (h, i(µ(h))),
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ou` µ : H → S est l’e´pimorphisme canonique. On pose GY = G ×k Q, HY = i∗(H). La
paire (GY ,HY ) de´finit un espace homoge`ne Y = GY /HY = (G ×k Q)/i∗(H) avec un
point marque´ y0. L’application de projection π : GY = G×Q→ G est surjective et satis-
fait π(HY ) = H, et elle de´finit donc un morphisme de paires π : (GY ,HY )→ (G,H), qui
a` son tour de´finit un morphisme de varie´te´s avec points marque´s π∗ : (Y, y
0)→ (X,x0).
Notons encore TY = G
tor
Y et SY = H
mult
Y . On remarque que l’application j∗ : SY → TY
est injective et que (Y, π∗) est un torseur sur X sous Q.
On construit une nouvelle paire (GZ ,HZ) comme suit : GZ = TY /j∗(SY ), HZ = 1,
Z = GZ . Alors Z est un k-tore, on de´signe par z
0 son e´le´ment neutre. On a un mor-
phisme de paires ν : (GY ,HY )→ (GZ , {1}) et le morphisme induit d’espaces homoge`nes
ν∗ : (Y, y
0)→ (Z, z0). On a des quasi-isomorphismes
[ĜY → ĤY ]→ [T̂Y → ŜY ]→ [ĜZ → 0].
On obtient des diagrammes
(GY ,HY )
ν

pi // (G,H) (Y, y0)
ν∗

pi∗ // (X,x0)
(GZ , {1}) (Z, z
0) .
(8)
Lemme 6.4 Le the´ore`me 6.2 est valable pour l’espace principal homoge`ne Z sous GZ .
De´monstration : Soit Z un k-tore. On a l’isomorphisme
Φ: Br1,eZ → H
2(k, Z)
de [BvH1] et [BvH2]. On a aussi l’isomorphisme
ΦS : Br1,eZ → H
2(k, Z)
de Sansuc [Sa], Lemme 6.9. Ces isomorphismes diffe`rent par le signe, cf. [BvH2], re-
marque 7.3 (sans preuve) et l’appendice A, proposition A.1 du pre´sent article.
On a un diagramme commutatif
Z(k) × Br Z //
ΦS

Br k
Z(k) × H2(k, Z) // Br k,
voir [Sa], (8.11.2). Ainsi pour z ∈ Z(k), α ∈ Br Z on a
α(z) = z ∪ ΦS(α) = −z ∪Φ(α),
ce que prouve le the´ore`me 6.2 pour Z.
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Lemme 6.5 Les diagrammes suivants sont commutatifs, toutes les fle`ches verticales
marque´es (∼=) sont des isomorphismes, et l’application π∗ : Y (k)→ X(k) est surjective :
X(k)
ab0 // H0(k,Xab) H0(k,Xab) × H1(k, [Ĝ→ Ĥ ])
pi

∪ // Br k
Y (k)
pi∗
OO
ν∗

ab0 // H0(k, Y ab)
piab
OO
∼= νab

H0(k, Y ab)
piab
OO
∼= νab

× H1(k, [ĜY → ĤY ])
∪ // Br k
Z(k)
ab0 // H0(k,GZ) H0(k,GZ) × H2(k, ĜZ)
∼= ν̂
OO
∪ // Br k .
(9)
De´monstration : Le lemme re´sulte de la fonctorialite´ de ab0 et du cup produit et
du fait que le morphisme de complexes de k-groupes de type multiplicatif
νab : [SY → TY ]→ [1→ GZ ]
est un quasi-isomorphisme. L’application π∗ : Y (k)→ X(k) est surjective parce que Y
est un torseur sur X sous le tore quasi-trivial Q.
Lemme 6.6 Les diagrammes suivants sont commutatifs et toutes les fle`ches verticales
marque´es (∼=) sont des isomorphismes :
X(k) × Br1,mX
pi∗

〈 , 〉 // Br k Br1,mX
pi∗

∼=
ΦX // H1(k, [Ĝ→ Ĥ ])
pi

Y (k)
pi∗
OO
ν∗

× Br1,y0Y
〈 , 〉 // Br k Br1,y0Y ∼=
ΦY // H1(k, [ĜY → ĤY ])
Z(k) × Br1,w0Z
∼= ν∗
OO
〈 , 〉 // Br k Br1,w0W
∼= ν∗
OO
∼=
ΦZ // H2(k, ĜZ) .
∼= ν̂
OO
(10)
De´monstration : La commutativite´ des diagrammes re´sulte de la fonctorialite´ de
〈 , 〉 et de Φ. Comme ν̂ est un isomorphisme, on voit que ν∗ est un isomorphisme.
Preuve du The´ore`me 6.2. Par “chasse au diagramme” dans les diagrammes (9) et
(10) on re´duit le the´ore`me au lemme 6.4.
7 Corps globaux et corps finis
Rappelons tout d’abord un the´ore`me de´montre´ par Douai dans sa the`se [Dou1] :
Theore`me 7.1 (Douai) Soit K un corps local. Soit G un K-groupe semi-simple et
soit L un lien localement repre´sentable pour la topologie e´tale (resp. fppf) par G. Alors
toutes les e´le´ments de H2(K,L) (resp. de H2fppf(K,L)) sont neutres.
Pour la preuve de ce re´sultat, on montre d’abord que le lien L est globalement
repre´sentable par une K-forme de G ([Dou2], Lemme 1.1), ce qui permet de se ra-
mener au cas ou` L est le lien canoniquement associe´ a` G. On utilise alors le fait que
pour un groupe semi-simple simplement connexe R de centre Z, l’application bord
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H1(K,R/Z) → H2(K,Z) est surjective ([Dou2], Th. 1.1, ou [Brv1] Lemme 5.7 en
caracte´ristique ze´ro), ce qui permet de conclure via [GA], Cor. 3.8.
On en de´duit une ge´ne´ralisation d’un re´sultat du deuxie`me auteur (cf. [De5], Prop.
2.18 et [De1], Prop. 4.2.20 joints au fait que siK est un corps local, alorsH3fppf(K,µ) = 0
pour tout K-groupe fini µ [Mi2], Prop. 6.4) :
Proposition 7.2 Soit K un corps local (de caracte´ristique quelconque). Soit G un K-
groupe re´ductif ve´rifiant PicG = 0 et soit H un K-sous-groupe de G ve´rifiant : il existe
des suites exactes
1→ H ′ → H → S → 1
1→ U → H ′ → Hss → 1
avec : S de type multiplicatif, Hss semi-simple, et U sous-groupe unipotent distingue´
de H. Soit T = Gtor le quotient torique maximal de G. Alors l’application canonique
abK : H
0
fppf(K, [H → G])→ H
0
fppf(K, [S → T ])
est surjective.
Remarque : Si K est de caracte´ristique ze´ro, l’hypothe`se sur H signifie exactement
que H est de type (ssumult). Noter aussi qu’on ne demande pas ici que S soit lisse.
De´monstration : On utilise [De5], lemme 2.1 et remarque 2.2, pour obtenir un
diagramme commutatif :
H0fppf(K,G)
//
f1

H0fppf(K, [H → G])
//

H1fppf(K,H)
//
f2

H1fppf(K,G)
f3

H0fppf(K,T )
// H0fppf(K, [S → T ])
// H1fppf(K,S)
// H1fppf(K,T )
ou` la premie`re ligne est une suite exacte d’ensembles pointe´s et la deuxie`me une suite
exacte de groupes abe´liens. Par ailleurs on a une action du groupe H0fppf(K,G) sur
l’ensemble pointe´ H0fppf(K, [H → G]), qui est compatible via le diagramme ci-dessus
avec l’action du groupe abe´lien H0fppf(K,T ) sur le groupe abe´lien H
0
fppf(K, [S → T ])
par translation (loc. cit., Prop. 2.6). Ceci permet par ”chasse au diagramme” de se
ramener a` prouver les proprie´te´s suivantes : f1 et f2 sont surjectives, f3 a un noyau
trivial. Comme PicG = 0, le sous-groupe de´rive´ Gss de G est semi-simple simplement
connexe, ce qui implique H1(K,Gss) = 1. Ceci donne la surjectivite´ de f1 et la trivialite´
du noyau de f3.
Il reste a` prouver que f2 est surjective. Soit H1 = H/U , on a alors S = H1/H
ss et il
suffit de ve´rifier que les fle`ches u1 : H
1
fppf(K,H)→ H
1
fppf(K,H1) et u2 : H
1
fppf(K,H1)→
H1fppf(K,S) sont surjectives. Montrons que u2 est surjective. Soit ξ ∈ H
1
fppf(K,S), alors
l’obstruction a` relever ξ dans H1fppf(K,H1) est un e´le´ment ob(ξ) ∈ H
2
fppf(K,L), ou` L
est un lien localement repre´sente´ par Hss (voir [Brv1], Cor. 6.4 en caracte´ristique ze´ro
et la proposition IV.4.2.8(i) de [Gi] dans le cas ge´ne´ral). Par le the´ore`me 7.1 applique´
a` Hss, l’e´le´ment ob(ξ) ∈ H2fppf(K,L) est neutre, donc ξ provient de H
1
fppf(K,H1) et la
fle`che u2 est bien surjective.
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La surjectivite´ de u1 est quant a` elle de´montre´e par Oesterle´ : voir [Oe], IV.2.2,
dans le cas ou` U et H sont lisses. On ve´rifie que la meˆme preuve fonctionne dans le
cas plus ge´ne´ral ou` ne suppose plus que les groupes soient lisses, en utilisant le fait que
H2fppf(K,αp) = 0. Cela conclut la preuve.
Theore`me 7.3 Soit K un corps global de caracte´ristique p ≥ 0. Soit G un K-groupe
re´ductif ve´rifiant PicG = 0 et soit H un K-sous-groupe lisse de G ve´rifiant les hy-
pothe`ses de la proposition 7.2. On pose X = G/H et on suppose que X posse`de
une compactification lisse Xc. Soient T = Gtor le quotient torique maximal de G et
S = Hmult = H/H ′ le quotient maximal de H qui est de type multiplicatif. Alors
l’application r de § 4 induit un isomorphisme
Br1X
c/BrK →X1ω(K, [T̂ → Ŝ])
Remarque : Le the´ore`me 5.1 assure que, si de plus le groupeH est connexe (re´ductif
si p > 0), alors (BrXc){p′} = (Br1X
c){p′}. Sous cette hypothe`se supple´mentaire, le
the´ore`me 7.3 donne donc que l’application r induit un isomorphisme entre les sous-
groupes de torsion premie`re a` p de BrXc/BrK et X1ω(K, [T̂ → Ŝ]), i.e. un isomor-
phisme
(BrXc/BrK) {p′} →X1ω(K, [T̂ → Ŝ]){p
′} .
En caracte´ristique nulle, si H est connexe, on a donc un isomorphisme
BrXc/BrK →X1ω(K, [T̂ → Ŝ]) .
Preuve du the´ore`me 7.3 : Noter que H est de type (ssumult). On identifie
Br1X
c/BrK a` Br1,eX
c. Soit α ∈ Br1,eX
c ⊂ Br1,eX. D’apre`s le the´ore`me 6.2(a), on
a un isomorphisme ΦX : Br1,eX → H
1(K, [T̂ → Ŝ]), et la proposition 4.1 donne de´ja`
que l’image de Br1,eX
c par ΦX contient X
1
ω(K, [T̂ → Ŝ]). Il reste a` montrer l’inclusion
inverse.
Fixons α ∈ Br1,eX
c. Comme on l’a de´ja` vu (preuve de la proposition 4.2), il existe
un ensemble fini de places Σ de K (contenant les e´ventuelles places archime´diennes)
tel que α(Pv) = 0 pour toute v 6∈ Σ et tout point local Pv ∈ X(kv).
Soit v 6∈ Σ. On sait que l’application d’e´valuation
τv : X(Kv)→ H
0
fppf(Kv, [H → G]);Pv 7→ [[X]](Pv)
est bijective. Il en re´sulte que l’image de l’application d’e´valuation
ab0v : X(Kv)→ H
0
fppf(Kv, [S → T ])
est aussi l’image de
abv : H
0
fppf(Kv, [H → G])→ H
0
fppf(Kv , [S → T ])
La proposition 7.2 dit que abv, et donc aussi ab
0
v, est surjective.
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Posons alors a = ΦX(α) ∈ H
1(K, [T̂ → Ŝ])). D’apre`s le the´ore`me 6.2(b), on obtient
que pour v 6∈ Σ, la localisation av ∈ H
1(Kv, [T̂ → Ŝ])) de a ve´rifie
av ∪ ab
0
v(Pv) = α(Pv) = 0
pour tout Pv ∈ X(Kv). Comme ab
0
v est surjective, on obtient que av est orthogonal
a` H0fppf(Kv, [S → T ]) pour l’accouplement local (1). La proposition 3.2 donne alors
av = 0 ; finalement on a bien prouve´ ΦX(α) ∈X
1
ω(K, [T̂ → Ŝ]) comme on voulait.
Remarque : Si on ne suppose pas l’existence d’une compactification lisse pour X,
une preuve similaire utilisant la proposition 4.2 assure que l’on a quand meˆme pour
ℓ 6= p un morphisme injectif entre les groupes de torsion ℓ-primaires
(Brnr 1X/BrK){ℓ} →X
1
ω(K, [T̂ → Ŝ])){ℓ}
ou` on a note´ Brnr 1X := BrnrX ∩ Br1X.
Lemme 7.4 Soit K un corps. Soit S → T un morphisme de K-groupes de type mul-
tiplicatif. On suppose que T est un tore et on note C• = [T̂ → Ŝ] le complexe dual de
[S → T ]. Soit K une extension de k dans laquelle k est alge´briquement ferme´. Alors la
fle`che naturelle H1(k,C•)→ H1(K,C•) est injective.
De´monstration : On conside`re le diagramme commutatif a` lignes exactes
H1(k, T̂ ) //

H1(k, Ŝ) //

H1(k,C•) //

H2(k, T̂ )

H1(K, T̂ ) // H1(K, Ŝ) // H1(K,C•) // H2(K, T̂ ) .
(11)
On a une suite exacte
1→ Γ→ ΓK → Γk → 1,
ou` ΓK = Gal(K/K), Γ = Gal(K/Kk¯) et Γk = Gal(k¯/k) = Gal(Kk¯/K). Comme T est
un tore et l’action de Γ sur T̂ est triviale, on a H1(Γ, T̂ ) = Hom(Γ, T̂ ) = 0. On utilise
alors les suites exactes de restriction-inflation
0→H1(k, Ŝ)→ H1(K, Ŝ)→ H1(Γ, Ŝ)
0→H1(k, T̂ )→ H1(K, T̂ )→ H1(Γ, T̂ ) = 0
0→H2(k, T̂ )→ H2(K, T̂ )→ H2(Γ, T̂ ) .
On obtient alors que dans (11) la deuxie`me fle`che verticale est injective, la premie`re est
un isomorphisme et la quatrie`me est injective. Par chasse au diagramme, on obtient le
re´sultat voulu.
Proposition 7.5 Soit K un corps. Soit S → T un morphisme de K-groupes de type
multiplicatif. On suppose que T est un tore et on note C• = [T̂ → Ŝ] le complexe dual
de [S → T ]. Soit L une extension finie galoisienne de K qui de´ploie T et S, on pose
Γ = Gal(L/K). On conside`re le sous-groupe X1ω,alg(Γ, C
•) ⊂ H1(Γ, C•) constitue´ des
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e´le´ments dont la restriction a` H1(Γ1, C
•) est nulle pour tout sous-groupe cyclique Γ1
de Γ. Alors :
(a)l’homomorphisme d’inflation
H1(Γ, C•)→ H1(K,C•)
est injectif. Si de plus X2ω,alg(T̂ ) = 0 (ex. T quasi-trivial) ou si S est un tore, alors cet
homomorphisme identifie X1ω,alg(Γ, C
•) avec X1ω,alg(K,C
•), et on a X1ω,alg(K,C
•) =
X
1
ω(K,C
•) si K est un corps global.
(b) si L est une extension cyclique de K, alors X1ω,alg(K,C
•) = 0 ; si de plus K
est un corps global, on a X1ω(K,C
•) = 0.
Remarque : Il ne semble pas clair que pour un complexe quelconque [S → T ]
de groupes de type multiplicatif sur un corps de nombres, les groupes X1ω,alg(C
•) et
X
1
ω(C
•) co¨ıncident toujours ; ce sera vrai a posteriori (via le the´ore`me 8.1 ci-dessous)
pour un complexe provenant d’un espace homoge`ne comme dans le the´ore`me 7.3.
De´monstration : (a) On e´crit un diagramme commutatif a` lignes exactes
H1(Γ, T̂ ) //
∼=

H1(Γ, Ŝ) //
 _

H1(Γ, [T̂ → Ŝ]) //

H2(Γ, T̂ ) //
 _

H2(Γ, Ŝ)

H1(K, T̂ ) //

H1(K, Ŝ) //

H1(K, [T̂ → Ŝ]) //

H2(K, T̂ ) //

H2(K, Ŝ)

0 // H1(L, Ŝ) // H1(L, [T̂ → Ŝ]) // H2(L, T̂ ) // H2(L, Ŝ) .
Noter que H1(L, T̂ ) = 0 car ΓL agit trivialement sur le Z-module libre de type fini T̂
(ce qui donne le ze´ro en bas a` gauche). La suite spectrale de Hochschild-Serre donne
les suites exactes de bas degre´
0→ H1(Γ, T̂ )→ H1(K, T̂ )→ H1(L, T̂ )Γ → H2(Γ, T̂ )
→ ker[H2(K, T̂ )→ H2(L, T̂ )Γ]→ H1(Γ,H1(L, T̂ )),
0→ H1(Γ, Ŝ)→ H1(K, Ŝ)→ H1(L, Ŝ)Γ → H2(Γ, Ŝ)
→ ker[H2(K, Ŝ)→ H2(L, Ŝ)Γ]→ H1(Γ,H1(L, Ŝ)).
On observe alors que la deuxie`me et la quatrie`me colonnes sont exactes, la fle`che
H1(Γ, T̂ ) → H1(K, T̂ ) est un isomorphisme, et les fle`ches H2(Γ, T̂ ) → H2(K, T̂ ) et
H1(Γ, Ŝ) → H1(K, Ŝ) sont injectives. Par chasse au diagramme, on obtient alors que
la fle`che H1(Γ, [T̂ → Ŝ])→ H1(K, [T̂ → Ŝ]) est injective.
Comme l’action de ΓL sur T̂ et Ŝ est triviale, on a
X
1
ω,alg(L, Ŝ) = 0, X
2
ω,alg(L, T̂ ) = 0 .
La troisie`me ligne du diagramme (et son analogue en remplac¸ant L par Γ1, ou` Γ1
est un sous-groupe procyclique de ΓL) donne alors X
1
ω,alg(L,C
•) = 0. Si S est un
tore, on sait de plus que la fle`che H2(Γ, Ŝ) → H2(K, Ŝ) est injective. Comme tout
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e´le´ment de X1ω,alg(K,C
•) est tue´ dans H1(L,C•), une chasse au diagramme comme ci-
dessus montre alors qu’avec l’une des hypothe`ses supple´mentaires de (a), un tel e´le´ment
provient de H1(Γ, C•). Ce qui pre´ce`de montre alors que X1ω,alg(Γ, C
•) s’identifie a`
X
1
ω,alg(K,C
•). Si K est un corps global, ceci donne X1ω,alg(K,C
•) = X1ω(K,C
•) par
le the´ore`me de Cˇebotarev.
(b) Si maintenant L est une extension cyclique de K, alors on a en particulier
X
2
ω,alg(T̂ ) = 0 et le re´sultat de´coule de la dernie`re assertion de (a).
Theore`me 7.6 Soit k un corps fini de caracte´ristique p. Soit G un k-groupe re´ductif.
Soit X un espace homoge`ne de G, de stabilisateur ge´ome´trique H. on suppose que l’une
des deux hypothe`ses suivantes est satisfaite :
(i) le k¯-groupe H est connexe.
(ii) H est de type (ssumult) et PicG = 0.
Alors si Xc est une compactification lisse de X, on a Br1X
c = 0.
Dans le cas (i), si H est re´ductif, on a en outre Br (Xc){p′} = 0.
Remarque : Dans le point (ii), l’hypothe`se PicG = 0 est ne´cessaire, comme on peut
le voir dans l’exemple de la proposition 8.5, ou` le groupe H est fini de type multiplicatif
et Brnr 1(X){p
′} 6= 0.
De´monstration : Notons de´ja` que Br k = 0 ([Se3], section II.3., corollaire a` la
proposition 8). D’autre part comme G est line´aire connexe et k fini, l’espace homoge`ne
X posse`de un point rationnel par les the´ore`mes de Steinberg et de Springer ([Se3],
section III.2., corollaire au the´ore`me 3, ou [Sp], 3.10). Ainsi on peut supposerX = G/H,
ou` H est un k-sous-groupe de G de type (ssumult) (on ve´rifie facilement que si H ×k k¯
est de type (ssumult), alors H est de type (ssumult)), qui est de plus suppose´ connexe
si l’on ne fait pas l’hypothe`se PicG = 0.
Soit alors K = k(t). On commence par le cas ou` PicG = 0. Posons T = Gtor.
Comme H est de type (ssumult), on a une suite exacte de k-groupes lisses
1→ H ′ → H → S → 1
avec S de type multiplicatif lisse, et H ′ connexe lisse sans caracte`res. Comme k est
parfait, le groupe H ′ est alors extension d’un k-groupe semi-simple par un k-groupe
unipotent U connexe et lisse. Par ailleurs U reste distingue´ dans H car U est invariant
par tout k¯-automorphisme de H
′
(ce qui suffit vu que tous les groupes conside´re´s sont
lisses) en tant que radical unipotent de H
′
. Il en re´sulte que le groupe HK := H ×k K
satisfait aux hypothe`ses du the´ore`me 7.3.
Posons C• := [T̂ → Ŝ]. Alors d’apre`s le the´ore`me 6.2(a), on a Br1X = H
1(k,C•),
ce qui donne une injection canonique Br1X
c →֒ H1(k,C•). De meˆme on a une injection
canonique Br1X
c
K/BrK →֒ H
1(K,C•), et le diagramme
Br1X
c //

H1(k,C•)

Br1X
c
K/BrK
// H1(K,C•)
22
est commutatif. Ceci implique d’apre`s le lemme 7.4 que la fle`che naturelle Br1X
c →
Br1X
c
K/BrK est injective. Or Br1X
c
K/BrK est isomorphe a` X
1
ω(K,C
•) d’apre`s le
the´ore`me 7.3. Comme toute extension finie d’un corps fini est cyclique, la proposi-
tion 7.5(b) s’applique et donne X1ω(K,C
•) = 0, d’ou` Br1X
c = 0.
Si on ne suppose plus PicG = 0, on observe ([CTK2], lemme 1.5) que X est iso-
morphe a` un espace homoge`ne G1/H1, ou` G1 est re´ductif connexe quasi-trivial (en
particulier PicG1 = 0) et H1 est extension centrale de H par un k-tore T1 ; en parti-
culier H1 reste lisse et connexe et on est ramene´ au cas pre´ce´dent.
Le dernier point de l’e´nonce´, sous l’hypothe`se H re´ductif, est alors une conse´quence
du the´ore`me 5.1.
Remarque : La` encore, la preuve montre qu’on a Brnr 1X{ℓ} = 0 pour tout nombre
premier ℓ 6= Car k sans supposer l’existence d’une compactification lisse de X : il suffit
en effet de remplacer le the´ore`me 7.3 par la remarque qui suit la preuve de ce meˆme
the´ore`me 7.3.
Ce re´sultat est e´galement valable sans supposer G re´ductif, en utilisant le meˆme
argument que dans la preuve du the´ore`me 8.1 ci-dessous (comme il s’agit d’un argument
birationnel, il ne marche pas pour la p-partie).
8 Corps de caracte´ristique ze´ro
Dans cette section, nous allons suivre la me´thode de Colliot-The´le`ne et Kunyavski˘ı
[CTK1] pour e´tablir, par re´duction au cas des corps finis, le
Theore`me 8.1 Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro. Soit G un k-groupe line´aire
connexe ve´rifiant PicG = 0, on note T = Gtor son quotient torique maximal. Soit X
un espace homoge`ne de G de stabilisateur ge´ome´trique H, on suppose que H est de
type (ssumult) et on note S le k-groupe de type multiplicatif canoniquement associe´ a`
H. Soit Xc une compactification lisse de X. Alors on a une injection fonctorielle
Br1X
c/Br k →֒X1ω,alg([T̂ → Ŝ])
qui est un isomorphisme si on suppose de plus X(k) 6= ∅ ou H3(k,Gm) = 0.
Rappelons que bien que H ne soit pas force´ment de´fini sur k, il est muni d’un k-lien
qui induit une action de Γk sur le quotient maximal de type multiplicatif S = H
mult
de H, et donc une k-forme canonique S de S.
De´monstration : D’apre`s le the´ore`me 6.2 (a) (the´ore`me 1 de [BvH2]), on sait que
KD′(X) est isomorphe canoniquement a` [T̂ → Ŝ] dans la cate´gorie de´rive´e, donc il
suffit de construire une injection
Br1X
c/Br k →֒X1ω,alg(KD
′(X)).
On sait de´ja` par la proposition 4.1 qu’on a une suite exacte (dont la dernie`re fle`che est
de plus ze´ro si X(k) 6= ∅)
0→ Br1X/Br k → H
1(k,KD′(X))→ H3(k,Gm)
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telle que de plus l’image de Br1X
c/Br k dans H1(k,KD′(X)) contienne le noyau
ker[X1ω,alg(k,KD
′(X))→ H3(k,Gm)],
voir le diagramme (2) dans la preuve de la proposition 4.1. Comme cette image est
contenue dans celle de H1(k,KD′(Xc)) = H1(k,PicXc), il ne reste plus qu’a` montrer
que
H1(k,PicXc) = X1ω,alg(k,PicX
c).
Traitons d’abord le cas ou` G est re´ductif et ou` X posse`de un k-point en de´montrant
la
Proposition 8.2 Avec les notations ci-dessus, supposons de plus que le groupe G est
re´ductif et que X(k) 6= ∅. Alors pour tout sous-groupe procyclique Γ1 de Γk, on a
H1(Γ1,PicXc) = 0.
Preuve de la proposition 8.2 : L’argument va consister a` se ramener au cas ou`
k est fini ; c’est essentiellement le meˆme que pour la proposition 2 de [CTK1], nous le
reproduisons en entier pour le confort du lecteur.
On sait que G := G×k k¯ est une k¯-varie´te´ rationnelle ([Brl], corollaires 14.14 et 18.8).
De ce fait, X ≃ G/H (et donc aussi X
c
) est une varie´te´ k¯-unirationnelle puisqu’on a un
k¯-morphisme dominant G→ X . Comme la caracte´ristique de k est nulle, ceci implique
que pour tout i > 0, les groupes H i(X
c
,OXc) (ou encore les groupes H
i(Xc,OXc)) sont
nuls. Rappelons qu’on obtient ce re´sultat (bien connu) en se ramenant au cas k = C
par le principe de Lefschetz, puis en utilisant le fait que H i(Xc,OXc) = H
0(Xc,ΩiXc)
via la the´orie de Hodge (c’est cet argument qui ne marche pas en caracte´ristique p).
La nullite´ de ces groupes est alors assure´e par le fait que X
c
est domine´ par un espace
projectif, car on a H i(Pr,OPr ) = 0 pour tous i, r > 0 via [Har], the´ore`me III.2.7
et the´ore`me III.5.1(b),(d). La proprie´te´ que X
c
est unirationnelle implique e´galement
que PicX
c
est sans torsion (par exemple parce que d’apre`s un the´ore`me de Serre
[Se1], le groupe fondamental ge´ome´trique π1(X
c
) est nul, ce qui donne que le groupe
(PicX
c
)[n] ≃ H1(X
c
,Z/n) est nul) ; le fait que H1(Xc,OXc) = 0 implique que PicX
c
est de type fini (car e´gal au groupe de Ne´ron-Severi de X
c
).
Soit maintenant k˜/k une extension finie galoisienne de´ployant PicX
c
, posons Γ =
Gal(k˜/k). Le fait que le groupe abe´lien PicX
c
soit libre et de type fini implique
H1(k˜,PicX
c
) = 0. Il suffit alors pour montrer la proposition de ve´rifier que pour
tout sous-groupe cyclique γ ⊂ Γ, on a H1(γ,PicX
c
k˜) = 0 (ou` X
c
k˜ = X
c ×k k˜). On
e´crit k˜ = k[t]/P (t), ou` P ∈ k[t] est un polynoˆme irre´ductible. Comme X →֒ Xc est un
morphisme de k-sche´mas de type fini, on peut trouver un corps k0 ⊂ k de type fini sur
Q sur lequel G,X,Xc, et le plongement X → Xc sont de´finis ; comme X(k) 6= ∅ par
hypothe`se, on peut e´galement (quitte a` remplacer k0 par le corps re´siduel de x ∈ Xk0
de´fini comme l’image d’un k0-morphisme Speck → Xk0) supposer que X(k0) 6= ∅ (ce
qui implique que Xk0 est isomorphe a` un quotient Gk0/Hk0 , ou` Hk0 est un k0-groupe de
type (ssumult)). Quitte a` agrandir k0 dans k, on peut aussi supposer que P (t) ∈ k0[t] et
que k˜0 := k0[t]/P (t) de´ploie PicX
c
(qui est de type fini). On peut enfin supposer que k˜0
est galoisienne sur k0 : en effet si a ∈ k˜0 est une racine de P , on a k˜0 = k0[a] et k˜ = k[a] ;
toute racine ai de P s’e´crit alors Qi(a) avec Qi ∈ k[t] (parce que k˜ est galoisienne sur
k), et il suffit alors de prendre k0 assez grand pour que tous les polynoˆmes Qi soient
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dans k0[t]. L’irre´ductibilite´ de P sur k0 implique alors que Gal(k˜/k) est canoniquement
isomorphe a` Gal(k˜0/k0), et par ailleurs les inclusions
PicXc
k˜0
→ PicX
c
k˜ → PicX
c
sont des isomorphismes. Ainsi le Gal(k˜/k)-module PicX
c
k˜ est canoniquement isomorphe
au Gal(k˜0/k0)-module PicX
c
k˜0
. Pour simplifier les notations, on notera dans la suite
k = k0 et k˜ = k˜0 (en particulier on s’est ramene´ au cas ou` X = G/H avec H de type
(ssumult)).
On prend alors un mode`le entier de toute la situation : comme k est un corps de
type fini sur Q, on peut trouver un anneau inte`gre et re´gulier A de type fini sur Z,
de corps des fractions k, tel que la fermeture inte´grale A˜ de A dans k˜ soit finie, e´tale,
galoisienne de groupe Γ sur A , et des A-sche´mas de type fini G, H, X = G/H, X c de
fibres ge´ne´riques respectives G, H, X, Xc, tels que :
(i) G est un A-sche´ma en groupes re´ductif (en particulier lisse a` fibres connexes).
(ii) H est un A-sche´ma en groupes lisse et X est un A-sche´ma lisse.
(iii) X c est propre et lisse sur A et on a une A-immersion ouverte X → X c qui
e´tend X → Xc.
(iv) Pour tout point x de SpecA, de corps re´siduel κ(x), la fibre Xx ⊂ X
c
x est une
compactification lisse de Xx sur κ(x).
On utilise alors que H1(Xc,OXc) = H
2(Xc,OXc) = 0. Le the´ore`me de semi-
continuite´ ([Har], III.12.8) nous permet de supposer (quitte a` restreindre encore SpecA)
que pour tout point x de SpecA, on a encore H1(X cx ,OX cx ) = H
2(X cx ,OX cx ) = 0.
Les the´ore`mes de Grothendieck sur les faisceaux inversibles ([FGA], paragraphe 5 ;
voir aussi [Ha], Prop. 3.4.2) disent alors qu’on a un isomorphisme de spe´cialisation
PicXc ≃ PicX cx ; plus pre´cise´ment le foncteur Pic X c/A est repre´sente´ par un A-groupe
constant tordu localement libre pour la topologie e´tale, et on peut supposer (quitte a`
restreindre encore A et a` augmenter k˜ et A˜) que ce A-groupe est de´ploye´ (autrement
dit devient isomorphe a` Zn) sur Spec A˜.
Quitte a` restreindre encore SpecA, on peut aussi supposer que les fibres de G ont
un groupe de Picard ge´ome´trique nul (en effet sur un ouvert U de SpecA on a un
reveˆtement simplement connexe Gsc de Gss, qui est un reveˆtement fini e´tale de Gss
trivial au point ge´ne´rique, donc sur U tout entier). De meˆme on peut supposer que les
fibres ge´ome´triques de H sont de type (ssumult) (car H est extension d’un k-groupe de
type multiplicatif par un groupe unipotent et ces proprie´te´s s’e´tendent sur un certain
ouvert de SpecA).
Soit maintenant γ un sous-groupe cyclique de Γ (correspondant a` une sous-extension
k1 ⊃ k de k˜) et A1 := A˜
γ le sous-anneau de A˜ des invariants pour l’action de γ. Le
morphisme ρ : Spec A˜ → SpecA1 est un reveˆtement e´tale cyclique de groupe γ, et les
anneaux A˜ et A1 sont inte`gres, re´guliers, de type fini sur Z. La version de Serre du
the´ore`me de Cˇebotarev ([Se2], the´ore`me 7) dit alors qu’il existe un ide´al maximal (en
fait une infinite´) m de A1 tel que la fibre en m de ρ soit du type Spec F˜ , ou` F˜ est un
corps fini (extension finie du corps F1 := A1/m), autrement dit il y a un seul point m˜
de Spec A˜ au-dessus de m et on a γ := Gal(k˜/k1) = Gal(F˜ /F1). Soit Y = X
c ×A F1 la
fibre de X c ×A A1 en m. Comme Pic X c/A ×A A˜ est un sche´ma en groupes constant, sa
fibre ge´ne´rique est isomorphe a` sa fibre en m˜ et on obtient
H1(γ,PicX
c
k˜) = H
1(γ,Pic (Y ×F F˜ )).
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Or Gal(F/F˜ ) agit trivialement sur PicY , donc H1(γ,Pic (Y ×F F˜ )) est un sous-
groupe de H1(F1,PicY ). Comme Y est une compactification lisse d’un espace ho-
moge`ne d’un F1-groupe line´aire Gm connexe de groupe de Picard ge´ome´trique nul et a`
stabilisateur Hm de type (ssumult), le the´ore`me 7.6 dit que H
1(F1,PicY ) = Br1Y = 0,
donc H1(γ,PicX
c
k˜) = 0, ce qui ache`ve la preuve de la proposition.
Fin de la preuve du the´ore`me 8.1 : Supposons d’abord que G est re´ductif (mais
pas force´ment que X(k) 6= ∅). Pour se ramener au cas X(k) 6= ∅, on utilise l’“astuce
du point ge´ne´rique” (comme dans [CTK1], p. 6). Soit K le corps des fonctions de X,
alors X(K) 6= ∅. Soit K une cloˆture alge´brique de K, alors k¯ s’identifie avec la ferme-
ture alge´brique de k dans K, et on a k¯ ∩ K = k (les corps K et k¯ sont line´airement
disjoints sur k car X est ge´ome´triquement inte`gre). Soit comme ci-dessus k˜ une exten-
sion galoisienne finie de k dans k¯ de´ployant PicX
c
k¯, alors Gal(k˜/k) agit sur PicX
c
k¯. On
pose K˜ = Kk˜ ⊂ K, alors K˜ de´ploie PicX
c
K , et Gal(K˜/K) agit sur PicX
c
K . On a un
isomorphisme canonique ε : Gal(K˜/K)
∼
→ Gal(k˜/k) et un isomorphisme canonique ε-
e´quivariant PicX
c
k¯
∼
→ PicX
c
K . Comme X(K) 6= ∅, par la proposition 8.2, pour chaque
sous-groupe cyclique Γ1 ⊂ Gal(K˜/K) on a H
1(Γ1,PicX
c
K) = 0. On conclut que pour
chaque sous-groupe cyclique γ1 ⊂ Gal(k˜/k) on a H
1(γ1,PicX
c
k¯) = 0. Ceci e´tablit le
the´ore`me 8.1 pour G re´ductif.
Passons enfin au cas ge´ne´ral ou` on ne suppose plus G re´ductif. Soient Gu le radical
unipotent de G et Y = X/Gu (voir [Brv2], lemme 3.1 pour la repre´sentabilite´ de ce
quotient). Alors Y est un espace homoge`ne sous le k-groupe re´ductif G′ := G/Gu, de
stabilisateur ge´ome´trique H
′
= H/(H ∩ Gu), pour lequel (H
′
)mult = H
mult
vu que
(H ∩ Gu) est un groupe unipotent. On a encore PicG
′
= 0 via [Sa] corollaire 6.11, et
(G′)tor = Gtor par de´finition de Gu. Il suffit donc, pour se ramener au cas G re´ductif,
de montrer que Brnr 1Y = Brnr 1X. Or ceci re´sulte de ce que X est stablement k-
birationnel a` Y , par le meˆme argument qu’a` la fin de la deuxie`me e´tape dans la preuve
du the´ore`me 5.1.
Remarques : -QuandH est connexe, la meˆme me´thode donne encore Br1X
c/Br k ≃
X
1
ω,alg(KD
′(X)) sans supposer que PicG = 0, mais KD′(X) n’a plus en ge´ne´ral une
description aussi agre´able que quand PicG = 0, voir [De4], th. 0.1.
-Si on ne suppose plus k de caracte´ristique ze´ro, mais si on suppose de plus G
re´ductif (et toujours H de type (ssumult)), la meˆme me´thode fonctionne a` condition de
savoir qu’on a H1(Xc,OXc) = 0 = H
2(Xc,OXc) = 0. Or ceci est une question ouverte
en caracte´ristique p pour les varie´te´s se´parablement unirationnelles comme Xc.
On de´duit du the´ore`me 8.1 le corollaire suivant, via le the´ore`me 5.1 :
Corollaire 8.3 Avec les notations et les hypothe`ses du the´ore`me 8.1, si on suppose en
outre que H est connexe, alors on a une injection fonctorielle
BrXc/Br k →֒X1ω,alg([T̂ → Ŝ])
qui est un isomorphisme si on suppose de plus X(k) 6= ∅ ou H3(k,Gm) = 0.
Le the´ore`me 8.1 n’est plus valable si on ne suppose pas H de type (ssumult). On
trouve dans [De2] un contre-exemple avec G = SLn et H fini non commutatif. Nous
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allons pour conclure en de´duire un contre-exemple similaire avec H extension d’un
groupe fini commutatif par un tore, ce qui montre que l’hypothe`se que le groupe des
composantes connexes H/H
0
est commutatif n’est pas non plus suffisante.
Soit p un nombre premier. On conside`re le groupe fini E conside´re´ dans la propo-
sition 6.1 de [De2]. Il est donne´ par la pre´sentation
E = 〈x, y, z : xp
2
= yp
2
= zp
2
= 1; [x, y] = zp〉 .
C’est une extension centrale de F = Eab = Z/p2 × Z/p2 × Z/p par A = D(E) = Z/p.
Soit k = Q(ζp), on regarde E comme un groupe alge´brique fini (constant) sur k.
On plonge Z/p = µp dans Gm, et on de´finit un k-groupe alge´brique H par H :=
(E ×Gm)/j(A), ou` j : A → E ×Gm est le plongement diagonal (noter que j(A) est
bien distingue´ dans E ×Gm car A est central dans E). On plonge ensuite H dans un
groupe SLn.
Proposition 8.4 Soit X l’espace homoge`ne de´fini par X = SLn/H. Alors Br1,eX =
H1(k, Ĥmult), mais Brnr 1,eX contient strictement X
1
ω(Ĥ
mult).
De´monstration : Le fait que Br1,eX = H
1(k, Ĥmult) re´sulte du the´ore`me 1 de
[BvH2] joint au fait que SLn est sans caracte`res et toute fonction inversible sur X est
constante.
On a un diagramme commutatif, dont les deux premie`res lignes sont exactes et
correspondent a` des extensions centrales :
1 // A //

E //

F // 1
1 // Gm // H // F // 1 .
Comme le groupe F est de type multiplicatif (il est fini commutatif et k est de ca-
racte´ristisque 0), la fle`che H → F du diagramme se factorise par une fle`che Hmult → F
d’ou` une suite exacte
Gm → H
mult → F → 1 .
Il en re´sulte que la fle`che induite Hmult → F a pour noyau un tore T isomorphe a` Gm
puisque ce noyau est un quotient non trivial de Gm (H
mult ne peut pas eˆtre fini car
H/E = Gm/A est isomorphe a` Gm).
Ainsi Hmult est isomorphe a` T × F (il n’y a pas de groupe de type multiplicatif
extension non triviale d’un groupe de type multiplicatif par un tore de´ploye´), ce qui
implique que pour toute extension de corps K de k, les fle`ches canoniques
H1(K,Hmult)→ H1(K,F ); H1(K, F̂ )→ H1(K, Ĥmult)
sont des isomorphismes. De ce fait, pour tout comple´te´ kv de k, la fle`che
Im [H1(kv ,H)→ H
1(kv ,H
mult)]→ Im [H1(kv,H)→ H
1(kv, F )]
est un isomorphisme. D’apre`s [De2] (preuve de la proposition 6.1), il existe a ∈ H1(k, F̂ )
dont, pour une infinite´ de v, la localisation av ∈ H
1(kv, F̂ ) est non nulle, mais tel que
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pour presque toute place v on a av orthogonale a` Iv := Im [H
1(kv, E) → H
1(kv , F )],
laquelle contient Im [H1(kv ,H) → H
1(kv, F )] car la fle`che H
2(kv , A) = (Br kv)[p] →
H2(kv ,Gm) = Br kv est injective. Soit alors b l’image de a dans H
1(k, Ĥmult) ; on a,
pour une infinite´ de places v, que la localisation bv ∈ H
1(kv, Ĥ
mult) est non nulle,
et aussi que bv est orthogonale a` Im [H
1(kv ,H) → H
1(kv,H
mult)] pour presque toute
place v. En particulier b n’est pas dans X1ω(Ĥ
mult).
D’apre`s la formule de compatibilite´ (voir the´ore`me 6.2(b)) et le fait que la fle`che
d’e´valuation X(kv)→ H
1(kv,H) (associe´e au H-torseur SLn → X) soit surjective (ceci
re´sulte de ce que H1(kv,SLn) = 0), on obtient alors que pour presque toute place v,
on a b(Pv) = 0 pour tout kv-point Pv de X, ce qui montre que b ∈ BrnrX via le
the´ore`me 2.2.1 de [Ha].
On peut e´galement modifier le´ge´rement la construction pre´ce´dente pour ve´rifier que
dans le cas d’un corps fini, l’hypothe`se PicG = 0 dans le the´ore`me 7.6 (ii) est ne´cessaire
(voir la remarque qui suit le the´ore`me 7.6).
Proposition 8.5 Il existe un corps fini F de caracte´ristique p ≥ 3, un groupe semi-
simple connexe G (de groupe fondamental µ2) sur F et un sous-F-groupe H de G, tel
que H soit un groupe fini constant commutatif d’ordre 16, isomorphe a` (Z/2Z)2×Z/4Z,
de sorte que si X = G/H, on a
Brnr 1(X){2} 6= 0 .
De´monstration : On remarque d’abord que dans la proposition 6.1 de [De2], dans
le cas d’un 2-groupe, on peut remplacer le groupe le groupe E d’ordre 64 par le groupe
fini H0 d’ordre 32 dont une pre´sentation est
H0 = 〈x, y, z : x
2 = y4 = z4 = 1; [x, y] = z2〉 .
Il s’agit par exemple du groupe d’ordre 32 de nume´ro 24 dans la classification de GAP.
La preuve de la propostion 6.1 dans [De2] assure que pour toute Q-repre´sentation
fide`le ρ : H0 → SLn,Q, le groupe Brnr 1(Xρ){2} est strictement plus gros que le sous-
groupe de Br 1(Xρ){2} forme´ des e´le´ments localement constants en presque tout place,
avec Xρ := SLn,Q/ρ(H0).
On conside`re la Q-repre´sentation ρ0 suivante : on de´finit ρ0 : H0 → SL8,Q par les
formules
ρ0(x) :=


0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0


, ρ0(y) :=


0 −1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 −1


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et ρ0(z) :=


0 −1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 0 0 0 0 1 0


.
On trouvera dans [CHKP] une repre´sentation complexe de H0, tre`s similaire a` la
repre´sentation ρ0 (dans [CHKP], le groupe H0 s’appelle (16 ;24)).
On ve´rifie facilement que ρ0 de´finit une repre´sentation fide`le de H0 dans SL8,Q.
Or ρ0(z
2) = −I8 est central dans SL8,Q, donc on dispose du diagramme commutatif
suivant, ou` G := SL8,Q/{±I8} et H := H
ab
0 = H/〈z
2〉 :
1 // 〈z2〉 //
=

H0 //
ρ0

H //

1
1 // µ2,Q // SL8,Q // G // 1 .
Ce diagramme permet d’identifier Xρ0 = SL8,Q/H0 avec le quotient G/H (comme
Q-varie´te´s).
Enfin, on a bien H ∼= (Z/2Z)2 × Z/4Z, et G est line´aire connexe semi-simple, de
groupe fondamental µ2.
On e´tend ensuite H, G, ρ0 et Xρ0 sur un ouvert suffisamment petit de Spec (Z),
de bonne re´duction. Supposons que pour tout point ferme´ s de cet ouvert, le groupe
de Brauer non ramifie´ de la fibre de Xρ0 au-dessus de s (qui est un espace homoge`ne
d’un groupe semi-simple connexe a` stabilisateur H sur le corps fini k(s)) soit trivial.
Alors la preuve de la proposition 2 de [CTK1] assure que Brnr 1(Xρ0) coincide avec le
sous-ensemble de Br 1(Xρ0) forme´s des e´le´ments localement constants en presque toute
place. Cela contredit la proposition 6.1 de [De2].
Donc il existe bien un corps fini F et un espace homoge`ne sur F de la forme X =
G/H, avec G semi-simple (connexe) et H abe´lien fini constant d’ordre 16 tels que
Brnr 1(X){2} 6= 0.
Remarque : La preuve assure que l’on peut aussi e´crire X sous la forme X =
SL8,F/H0, ou` H0 est un groupe fini constant d’ordre 32. Cela fournit en particulier
un exemple de groupe fini H0 d’ordre 32 tel que le corps des fonctions de X ne soit
pas une extension transcendante pure du corps fini F. Cela donne en particulier un
contre-exemple au proble`me de Noether sur un corps fini.
A Compatibilite´ pour un tore
Dans cet appendice nous prouvons la proposition A.1 que nous utilisons dans la
preuve du lemme 6.4.
Soit T un tore sur un corps k. On pose G = T , H = 1, X = T . Alors [BvH2,
thm. 7.2] donne un isomorphisme
µBvH : Bra T
∼
→ H1(k, [Ĝ→ Ĥ]) = H1(k, [T̂ → 0] = H2(k, T̂ ),
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ou` Bra T = Br1 T/Br k.
Proposition A.1 Le diagramme suivant est anti-commutatif :
T (k) × Bra T
µBvH

〈,〉 // Br k
T (k) × H2(k, T̂ )
∪ // Br k
ou` l’accouplement supe´rieur est de´fini en utilisant les homomorphismes
Bra T
∼
→ Br1,e T →֒Br1 T.
Pour prouver la proposition nous avons besoin d’une se´rie de lemmes.
Lemme A.2 Soit X une k-varie´te´ lisse et ge´ome´triquement inte`gre munie d’un k-
point m. On note k¯[X]∗ := H0(X,Gm) le groupe multiplicatif des fonctions inversibles
sur X et U(X) := k¯[X]∗/k¯∗. Alors le diagramme suivant est commutatif :
H2(k, U(X))
β //
γ ((◗◗
◗◗
◗◗◗
◗◗
◗◗
◗◗
BraX
α

H1(k,KD′(X)),
ou` β est l’homomorphisme canonique de Sansuc [Sa, Lemme 6.3(ii)], α est l’isomor-
phisme canonique de [BvH1, Cor. 2.20(i)], et γ est l’homomorphisme canonique induit
par le morphisme de complexes
δnat : U(X) = H
0(KD′(X)[−1])→֒KD′(X)[−1].
De´monstration : (1) Rappelons que Rp∗Gm,X est un certain complexe [C0 →
C1][−1] de Gal(k¯/k)-modules en degre´s 0 et 1 (de´fini a` un isomorphisme canonique
pre`s dans la cate´gorie derive´e) avec 0-cohomologie H0(Rp∗Gm,X) = k¯[X]
∗. Le groupe
k¯∗ s’injecte canoniquement dans k¯[X]∗, et on a
KD′(X) := [C0/k¯∗ → C1].
La cohomologie en degree −1 du complexe KD′(X) est donne´e par
H−1(KD′(X)) = U(X) := k¯[X]∗/k¯∗.
On note qu’il y a un isomorphisme canonique
α′ : Br1X
∼
→ H2(k,Rp∗Gm,X),
voir [BvH1, 2.18].
(2) On conside`re l’homomorphisme
H2(k, k¯[X]∗)→ H2(k,Rp∗Gm,X)
(α′)−1
−→ Br1X,
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ou` le premier homomorphisme est induit par le morphisme de complexes
k¯[X]∗ →֒Rp∗Gm,X ,
alors il re´sulte des de´finitions que la composition co¨ıncide avec l’homomorphisme de
Sansuc [Sa, lemme 6.3(i)].
(3) On conside`re l’homomorphisme
β : H2(k, U(X))→ BraX
de Sansuc [Sa, lemme 6.3(ii)]. Cet homomorphisme est de´fini comme suit : le k-point
m ∈ X(k) de´finit une section homomorphique Gal(k¯/k)-e´quivariante σm : U(X) →
k¯[X]∗ de l’e´pimorphisme canonique k¯[X]∗ → U(X) donne´e par
σm([f ])(x) = f(x)/f(m)
pour la classe [f ] d’une fonction f ∈ k¯[X]∗. Alors β est la composition
H2(k, U(X))
(σm)∗
−→H2(k, k¯[X])→ H2(k,Rp∗Gm,X)
(α′)−1
−→ Br1X → BraX .
(4) On a un diagramme commutatif
k¯[X]∗

// Rp∗Gm,X

U(X)
σm
ZZ
// KD′(X)[−1],
qui induit un diagramme commutatif d’hypercohomologie
H2(k, k¯[X]∗)
ρ

γ′ // H2(k,Rp∗Gm,X)

Br1X
ρ′

α′oo
H2(k, U(X))
(σm)∗
ZZ
γ // H1(k,KD′(X)) BraX,
αoo
Comme β = ρ′ ◦ (α′)−1 ◦ γ′ ◦ (σm)∗ , on en conclut que γ = α ◦ β.
Lemme A.3 Soient T , G, H et X comme au de´but de l’appendice ; on de´signe par
δBvH : T̂ → [k¯(X)
∗/k¯∗ → Div(X)][−1]
l’isomorphisme dans le cate´gorie de´rive´e de [BvH2, Thm. 5.8]. Alors δBvH est l’oppose´e
du quasi-isomorphisme naturel
δnat : T̂ → [k¯(X)
∗/k¯∗ → Div(X)][−1]
induit par l’injection naturelle T̂ = U(X)→֒k¯(X)∗/k¯∗, a` savoir δBvH = −δnat.
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De´monstration : On commence par conside`rer [BvH2, diagramme (13) apre`s le
Thm. 4.10] :
Z1alg(G, k¯[X]
∗)
σ

Z1alg(G, k¯[X ]
∗)⊕ k¯(X)∗/k¯∗
ψ

oo // k¯(X)∗/k¯∗
div

PicGX UPicG(X)
1oo // Div(X)
(voir [BvH2] pour les notations), ou` la fle`che ψ est donne´e par
ψ(z, [f ]) = (z · d0(f),div(f)) ∈ UPicG(X)
1 ⊂ Z1alg(G, k¯(X)
∗)⊕Div(X),
et toutes les fle`ches non e´tiquete´es sont les fle`ches e´videntes.
On a Z1alg(G, k¯[X ]
∗) = T̂ , PicGX = Ĥ = 0. On pose
a = id: T̂
∼
→ Z1alg(G, k¯[X ]
∗).
Clairement, a induit un morphisme de complexes
a′ : T̂ → [Z1alg(G, k¯[X ]
∗)→ PicGX][−1].
On conside`re l’injection canonique
c : T̂ = U(X)→֒k¯(X)∗/k¯∗.
Clairement, c induit un morphisme de complexes
c′ = δnat : T̂ → [k¯(X)
∗/k¯∗ → Div(X)][−1].
On de´finit
b : T̂ → Z1alg(G, k¯[X ]
∗)⊕ k¯(X)∗/k¯∗
par b(χ) = (a(χ),−c(χ)) pour χ ∈ T̂ . Alors il re´sulte de la formule pour ψ que ψ◦β = 0
(on utilise la formule pour b avec le signe oppose´ a` c(χ) !), donc b induit un morphisme
de complexes
b′ : T̂ → [Z1alg(G, k¯[X ]
∗)⊕ k¯(X)∗/k¯∗ → UPicG(X)
1][−1].
Clairement, on a un diagramme commutatif
T̂
a

= // T̂
b

= // T̂
−c

Z1alg(G, k¯[X]
∗)
σ

Z1alg(G, k¯[X ]
∗)⊕ k¯(X)∗/k¯∗
ψ

oo // k¯(X)∗/k¯∗
div

PicGX UPicG(X)
1oo // Div(X).
La partie infe´rieure du diagramme induit des isomorphismes (dans la cate´gorie
de´rive´e) :
[Z1alg(G, k¯[X]
∗)→ PicGX] ≃ [Z
1
alg(G, k¯[X]
∗)⊕ k¯(X)∗/k¯∗ → UPicG(X)
1]
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et
[Z1alg(G, k¯[X]
∗)⊕ k¯(X)∗/k¯∗ → UPicG(X)
1] ≃ [k¯(X)∗/k¯∗ → DivX ]]
Or l’isomorphisme (dans la cate´gorie de´rive´e) δBvH est la composition de a
′ et du
compose´ des deux isomorphismes ci-dessus. On de´duit du diagramme que δBvH = −c
′.
Comme δnat = c
′, on conclut que δBvH = −δnat.
Lemme A.4 On de´signe par λS : H
2(k, T̂ )
∼
→ Bra T l’isomorphisme canonique de San-
suc [Sa, lemme 6.9]. Alors µBvH ◦ λS = −id : H
2(k, T̂ )→ Bra T → H
2(k, T̂ ).
De´monstration : On a un diagramme commutatif
H2(k, T̂ )

β=λS // BraX
α

µBvH
ww♦♦♦
♦♦
♦♦
♦♦
♦♦
♦
H2(k, T̂ )
(δBvH)∗// H1(k,KD′(X))
Par de´finition λS = β, µBvH = (δBvH)
−1
∗ ◦ α. D’apre`s le lemme A.3, on a δBvH = −δnat.
Par de´finition γ = (δnat)∗, voir le lemme A.2. Donc
µBvH = (−δnat)
−1
∗ ◦ α = −(δnat)
−1
∗ ◦ α = −γ
−1 ◦ α.
Ainsi
µBvH ◦ λS = −γ
−1 ◦ α ◦ β = −id,
parce que d’apre`s le lemme A.2, on a γ = α ◦ β.
Preuve de la proposition A.1 : On conside`re le diagramme
T (k) × H2(k, T̂ )
λS

∪ // Br k
T (k) × Bra T
µBvH

〈,〉 // Br k
T (k) × H2(k, T̂ )
∪ // Br k
Le rectangle supe´rieur de ce diagramme est commutatif, graˆce a` [Sa, diagram (8.11.2)].
D’autre part, si on supprime la ligne me´diane de ce diagramme, alors le diagramme qui
en re´sulte sera anti-commutatif, parce que d’apre`s le lemme A.4 µBvH ◦ λS = −id. On
voit que le rectangle infe´rieur du diagramme est anti-commutatif.
B Une autre preuve du the´ore`me 6.2
Dans cet appendice, nous donnons une preuve de l’expression explicite de KD′(X)
et de la formule de compatiblite´ (the´ore`me 6.2) inde´pendante de [BvH2], sous l’hy-
pothe`se que le stabilisateur H est de type (ssumult). Au passage, on e´tablit quelques
re´sultats ge´ne´raux sur le complexe KD′ associe´ a` un torseur sous un groupe de type
multiplicatif.
Dans toute la suite, k est un corps et p : X → Speck de´signe une varie´te´ lisse et
ge´ome´triquement inte`gre sur k.
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Lemme B.1 Soit [S → T ] un complexe de k-groupes de type multiplicatif. Soit [T̂ → Ŝ]
le complexe dual. Alors on a
H0fppf(X, [S → T ]) = Homk([T̂ → Ŝ],KD(X))
ou` Homk(...) de´signe les homomorphismes dans la cate´gorie de´rive´e borne´e D(k) des
faisceaux e´tales sur Speck.
Pour simplifier les notations, on e´crira souvent H0(X, [S → T ]) pour H0(X, [p∗S →
p∗T ]).
De´monstration : L’argument est le meˆme que dans la proposition 1.1 de [HSk].
Pour tout complexe borne´ C• (resp. D•) de faisceaux e´tales sur Spec k (resp. sur X), on
a Homk(C
•, p∗D
•) = HomX(p
∗C•,D•). On en de´duit que le foncteur RHomX([p
∗T̂ →
p∗Ŝ], .) est le compose´ des foncteurs Rp∗ et RHomk([T̂ → Ŝ]), ce qui permet d’obtenir
(pour tout n ≥ 0) :
RnHomk([T̂ → Ŝ],Rp∗Gm,X) = R
nHomX([p
∗T̂ → p∗Ŝ],Gm,X) .
Comme par de´finition KD(X) = τ≤1Rp∗Gm,X [1], le triangle exact
τ≤1Rp∗Gm,X → Rp∗Gm,X → τ≥2Rp∗Gm,X → τ≤1Rp∗Gm,X [1]
donne d’autre part
Homk([T̂ → Ŝ],KD(X)) = R
1Homk([T̂ → Ŝ],Rp∗Gm,X)
via le fait que τ≥2Rp∗Gm,X est acyclique en degre´ < 2. Pour conclure il suffit alors de
montrer la formule
R1HomX([p
∗T̂ → p∗Ŝ],Gm,X) = H
0
fppf(X, [S → T ])
qu’on peut re´crire
H0fppf(X, [S → T ]) = HomX([p
∗T̂ → p∗Ŝ],Gm,X [1])
ce qui re´sulte du lemme 3.1.
Remarque : La` encore, la meˆme me´thode montre que l’assertion reste vraie si on
remplace Homk(...) par HomDfppf(k)(...) dans le groupe de droite.
Proposition B.2 Soit [S → T ] un complexe de k-groupes de type multiplicatif. Soit
f : Y → X un S-torseur. On suppose de plus que Y est muni d’une trivialisation du
torseur Y ∧S T → X obtenu par changement de groupe structural. Soit [[Y ]] la classe
correspondante dans H0fppf(X, [S → T ]) et u ∈ Homk([T̂ → Ŝ],KD(X)) le morphisme
associe´ comme dans le lemme B.1. On de´finit un morphisme µ : [T̂ → Ŝ] → KD′(X)
dans D(k) en composant u avec le morphisme canonique v : KD(X)→ KD′(X). Alors
on a, pour tout a ∈ H1(k, [T̂ → Ŝ]), la formule
r(p∗a ∪ [[Y ]]) = µ∗(a) .
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De´monstration : C’est tout a` fait similaire a` la preuve du the´ore`me 1.4. de [HSk].
On a (via le lemme B.1 et sa preuve) un diagramme commutatif
H1fppf(k, [T̂ → Ŝ]) × H
0
fppf(X, [S → T ]) → Br (X)
|| || ↑
H1fppf(k, [T̂ → Ŝ]) × HomDfppf (k)([T̂ → Ŝ],Rp∗Gm,X [1]) → H
1
fppf(k,Rp∗Gm,X [1])
|| || ↑
H1(k, [T̂ → Ŝ]) × Homk([T̂ → Ŝ],KD(X)) → H1(k,KD(X))
ou` l’accouplement de la premie`re ligne est donne´ par le cup-produit (cf. [Mi1], Prop.
V.1.20). On obtient donc, une fois qu’on a identifie´ Br1X avec H
1(k,KD(X)) :
p∗a ∪ [[Y ]] = u∗(a) .
Ainsi
r(p∗a ∪ [[Y ]]) = r(u∗(a)) = v∗(u∗(a)) = µ∗(a)
par de´finition de µ et de r.
Rappelons la de´finition suivante ([HSk], section 2) :
De´finition B.3 Soit V une k-varie´te´ (pas force´ment inte`gre) munie d’une action m :
S × V → V d’un k-groupe de type multiplicatif S. On de´finit k¯[V ]∗S comme le sous-
groupe de k¯[V ]∗ := H0(V ,Gm) constitue´ des fonctions f pour lesquelles il existe un
caracte`re χ ∈ Ŝ ve´rifiant m∗f = χ.f dans H0(S × V ,Gm). De meˆme si π : Y → X est
un S-torseur, on de´finit le faisceau e´tale (π∗Gm,Y )S comme le sous-faisceau de π∗Gm,Y
tel que pour tout morphisme e´tale U → X, le groupe (π∗Gm,Y )S(U) consiste en les
f : YU → Gm,U telles qu’il existe un caracte`re χ : SU → Gm,U avec m
∗f = χ.f , ou`
YU := Y ×k U et SU := S ×k U .
Noter que si l’action du sche´ma en groupes S sur U(V ) = k¯[V ]∗/k¯∗ est triviale (i.e.
la fle`che m∗ : H0(V ,Gm)/k¯
∗ → H0(S×V ,Gm)/k¯
∗ induite par l’action m : S×V → V
co¨ıncide avec la fle`che induite par la projection S × V → V ), alors k¯[V ]∗S = k¯[V ]
∗.
C’est en particulier le cas si S est un tore et V est ge´ome´triquement connexe ([HSk],
remarque page 9).
Proposition B.4 Soit S un k-groupe de type multiplicatif lisse. Soit π : Y → X un
S-torseur avec Y ge´ome´triquement connexe. On suppose que l’action du sche´ma en
groupes S sur U(Y ) = k¯[Y ]∗/k¯∗ est triviale.
Alors on a une suite exacte naturelle
0→ U(X)→ U(Y )→ Ŝ → Pic (X)→ Pic (Y ) .
ou` la fle`che Ŝ → Pic (X) est le type du torseur π.
De´monstration : On peut supposer k = k¯. L’hypothe`se que S (et donc aussi F )
est lisse implique alors que le k-groupe fini (et commutatif) F est constant. On note T
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la composante connexe de l’identite´ dans S et on pose F := S/T et Z := Y/T . On a
alors un diagramme commutatif de torseurs :
Y
T
  ❅
❅❅
❅❅
❅❅
❅
S

Z
F~~⑦⑦
⑦⑦
⑦⑦
⑦⑦
X .
On en de´duit le diagramme commutatif suivant :
0

F̂

= // F̂

Ŝ

// PicX //

PicY
=

T̂ //

PicZ // PicY
0 .
La premie`re colonne est exacte, la ligne infe´rieure est exacte par [Sa], proposition 6.10.
L’exactitude de la deuxie`me colonne est donne´e par la suite exacte des termes de bas
degre´ associe´e a` la suite spectrale de Hochschild-Serre : Ep,q2 := H
p(F,Hq(Z,Gm)) ⇒
Hp+q(X,Gm) du reveˆtement galoisien Z → X. En effet H
0(F,H1(Z,Gm)) est un sous-
groupe de PicZ, et H1(F,H0(Z,Gm)) est un quotient de H
1(F, k∗) = F̂ via la suite
exacte
0→ k∗ → H0(Z,Gm)→ U(Z)→ 0 ,
et l’hypothe`se que le groupe fini F agit trivialement sur U(Y ), donc aussi sur U(Z)
(qui est un groupe abe´lien libre de type fini car Z est lisse et connexe), ce qui implique
H1(F,U(Z)) = 0.
Une chasse au diagramme utilisant l’exactitude des deux premie`res colonnes et de
la dernie`re ligne assure alors que la ligne centrale est exacte. Cela conclut la preuve,
graˆce a` la proposition 2.5, (i) et (iii), de [HSk].
On rappelle le lemme suivant d’alge`bre homologique (voir par exemple [De4], lemme
2.3) :
Lemme B.5 Soient A, B deux cate´gories abe´liennes et F : A → B un foncteur exact
a` gauche. On suppose que A a suffisamment d’injectifs. Soit 0→ A→ B → C → 0 une
suite exacte d’objets de A. Si le cobord F (C) → R1F (A) est un e´pimorphisme, alors
on a un isomorphisme canonique dans la cate´gorie de´rive´e :
[F (B)→ F (C)]→ τ≤1(RF )(A) .
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De´monstration : C’est le lemme 2.3 de [De4], dans le cas n = 1.
Lemme B.6 Soit S un k-groupe de type multiplicatif lisse. Soit π : Y → X un S-
torseur, avec Y ge´ome´triquement connexe. On note p : X → Speck le morphisme
structural et q = (p ◦ π) : Y → Spec k. On fait les deux hypothe`ses suivantes :
(a) L’action du sche´ma en groupes S sur U(Y ) = k¯[Y ]∗/k¯∗ est triviale.
(b) On a PicY = 0.
Alors on a un isomorphisme dans D(k) :
[k¯[Y ]∗ → Ŝ]→ KD(X) (12)
ou` la fle`che induite
Ŝ → KD(X)
s’identifie a` la classe [Y ] ∈ H1fppf(X,S) = Homk(Ŝ,KD(X)) (au signe pre`s).
De´monstration : On a une suite exacte de faisceaux e´tales sur X :
0→ Gm,X → (π∗Gm,Y )S → p
∗Ŝ → 0 (13)
(voir [HSk], proposition 2.5(i)). Notons que p∗p
∗Ŝ = Ŝ par connexite´ de X. On applique
le foncteur p∗ : la suite exacte de la proposition B.4 et l’hypothe`se (b) assurent que
l’on a une suite exacte de modules galoisiens
0→ p∗Gm,X → p∗(π∗Gm,Y )S → Ŝ → R
1p∗Gm,X → 0 .
Alors le lemme B.5 assure que le morphisme naturel
[p∗(π∗Gm,Y )S → Ŝ]→ τ≤1(Rp∗)Gm,X = KD(X)
est un isomorphisme. Or l’hypothe`se (a) assure que p∗(π∗Gm,Y )S = k¯[Y ]
∗, d’ou` finale-
ment un isomorphisme
[k¯[Y ]∗ → Ŝ]→ KD(X) .
Comme la classe [Y ] ∈ Ext1X(Ŝ,Gm,X) = HomX(Ŝ,Gm,X [1]) correspond au signe
pre`s ([HSk], Prop. 2.5(ii)) a` l’extension donne´e par (13), la fle`che induite α : Ŝ →
KD(X) correspond bien a` la classe [Y ] (cf. [HSk], appendice B).
Proposition B.7 On garde les hypothe`ses et notations du lemme B.6. Soit T le k-
tore dont le module des caracte`res est T̂ = k¯[Y ]∗/k¯∗ (qui est muni d’un morphisme
canonique T̂ → Ŝ par [HSk], Prop. 2.5).
(a) On a un isomorphisme dans D(k) :
[T̂ → Ŝ]→ KD′(X) . (14)
(b) On suppose de plus que Y posse`de un point rationnel y ∈ Y (k). Alors y induit
une trivialisation de Y ∧S T , telle que le morphisme µ associe´ a` Y comme dans la
proposition B.2 soit un isomorphisme dans D(k).
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De´monstration : (a) L’assertion re´sulte du lemme B.6 : on a un isomorphisme
µ0 : [k¯[Y ]
∗ → Ŝ]→ KD(X) qui induit un isomorphisme µ0 : [T̂ → Ŝ]→ KD
′(X).
(b) On dispose du diagramme commutatif (fle`ches rectilignes) suivant :
Homk([k¯[Y ]
∗ → Ŝ],KD(X)) //
sy
~~
Homk(Ŝ,KD(X))
Homk([T̂ → Ŝ],KD(X))
OO
//
∼=

Homk(Ŝ,KD(X))
∼=

=
OO
H0(X, [S → T ]) // H1(X,S) ,
ou` sy est induite par la section de k¯[Y ]
∗ → k¯[Y ]∗/k¯∗ donne´e par y ∈ Y (k).
On note µ0,y := sy(µ0) : [T̂ → Ŝ]→ KD(X).
Le diagramme pre´ce´dent et la seconde partie du lemme B.6 assurent que l’image
de µ0,y dans H
0(X, [S → T ]) est la classe du torseur Y → X muni d’une trivialisation
du torseur Y ∧S T , de sorte que le morphisme [T̂ → Ŝ] → KD′(X) associe´ a` cette
trivialisation (comme a` la proposition B.2) soit exactement µ0. Cela assure le point (b)
de la proposition.
Proposition B.8 Soit G un k-groupe line´aire, re´ductif et connexe. Soit H un k-sous-
groupe de type (ssumult) de G, on pose S = Hmult et H ′ = ker[H → Hmult]. On
suppose de plus que PicG = 0 et on pose T = Gtor. On pose X = G/H et on note
[[G]] ∈ H0fppf(X, [H → G]) la classe induite par la trivialisation du X-torseur (sous G)
G ∧H G donne´e par le neutre e ∈ G(k). On note e´galement
τ : X(k)→ H0fppf(k, [H → G]) x 7→ [[G]](x)
la bijection donne´e par l’e´valuation.
Soit Y := G/H ′, qu’on peut voir comme un X-torseur sous S muni d’une triviali-
sation de Y ∧S T . Alors la fle`che
µ : [T̂ → Ŝ]→ KD′(X)
associe´e (comme dans la proposition B.2) a` Y est un isomorphisme dans D(k).
De´monstration : On observe que comme
k¯[Y ]∗/k¯∗ = k¯[G]∗/k¯∗ = Ĝ = T̂
par le lemme de Rosenlicht, l’action de S sur k¯[Y ]∗/k¯∗ est triviale. Comme H est de
type (ssumult), le groupe H ′ est connexe, lisse, et sans caracte`res ; d’autre part G est
une varie´te´ k¯-rationnelle avec PicG = 0. Par [Sa], Prop. 6.10, on a alors PicY = 0. Il
suffit alors d’appliquer la proposition B.7(b) au S-torseur Y → X.
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Remarque : Le meˆme argument marche avec un H un peu plus ge´neral (extension
d’un groupe de type multiplicatif lisse par un groupe H ′ lisse, de composante neutre
H ′0 ve´rifiant : H
′/H ′0 et H
′
0 sont sans caracte`res).
Theore`me B.9 On garde les hypothe`ses et notations de la proposition B.8. Soit
ab : H0fppf(k, [H → G])→ H
0
fppf(k, [S → T ])
l’application d’abe´lianisation et ab0 := (ab ◦ τ) : X(k)→ H0fppf(k, [S → T ]).
Soit ΦX : Br1,eX → H
1(k, [T̂ → Ŝ]) l’isomorphisme de´fini par ΦX = (µ∗)−1 ◦ r.
Alors on a (au signe pre`s) :
φX(α) ∪ ab
0(x) = α(x)
pour tout x ∈ X(k) et tout α ∈ Br1,eX.
De´monstration : D’apre`s la proposition B.2, on a
ΦX(p
∗a ∪ [[Y ]]) = µ−1∗ (r(p
∗a ∪ [[Y ]])) = a
pour tout a ∈ H1(k, [T̂ → Ŝ]). Posons a = ΦX(α). Comme ΦX est injective, on obtient
p∗(ΦX(α)) ∪ [[Y ]] = α
d’ou` en e´valuant en x et en remarquant que [[Y ]](x) = ab(τ(x)) = ab0(x) :
ΦX(α) ∪ ab
0(x) = α(x)
qui est la formule voulue.
Remerciements. Les auteurs tiennent a` remercier chaleureusement J-L. Colliot-
The´le`ne, C.D. Gonza´lez-Avile´s et B. Kahn pour d’inte´ressantes discussions pendant la
pre´paration de cet article.
Re´fe´rences
[Bog] F. A. Bogomolov : Brauer groups of the fields of invariants of algebraic groups,
Mat. Sb. 180 (1989), 279–293.
[Brl] A. Borel : Linear algebraic groups, Graduate Texts in Mathematics, Springer-
Verlag, 1991.
[Brv1] M. Borovoi : Abelianization of the second nonabelian Galois cohomology, Duke
Math. J. 72 (1993), 217–239.
[Brv2] M. Borovoi : The Brauer-Manin obstruction to the Hasse principle for homo-
geneous spaces with connected or abelian stabilizer, J. reine angew. Math. 473
(1996), 181–194.
[Brv3] M. Borovoi : Abelian Galois cohomology of reductive groups, Memoirs of the
AMS 132 (1998), No. 626, 1–50.
39
[BCS] M. Borovoi, J.-L. Colliot-The´le`ne and A.N. Skorobogatov : The elementary
obstruction and homogeneous spaces, Duke Math. J. 141 (2008), 321–364.
[BD] M. Borovoi and C. Demarche : Manin obstruction to strong approxi-
mation for homogeneous spaces, to appear in Comment. Math. Helv.,
http://arxiv.org/abs/0912.0408
[BvH1] M. Borovoi and J. van Hamel : Extended Picard complexes and linear algebraic
groups, J. reine angew. Math. 627 (2009), 53–82.
[BvH2] M. Borovoi and J. van Hamel : Extended equivariant Picard complexes and
homogeneous spaces, Transf. Groups 17 (2012), 51–86.
[BrTi] F. Bruhat, J. Tits : Groupes alge´briques sur un corps local. Chapitre III.
Comple´ments et applications a` la cohomologie galoisienne, J. Fac. Sci. Univ.
Tokyo Sect. IA Math. 34 (1987), no. 3, 671–698.
[CHKP] H. Chu, S. Hu, M. Kang, Y. Prokhorov : Noether’s problem for groups of order
32, J. Algebra 320 (2008), no. 7, 3022–3035.
[CT1] J-L. Colliot-The´le`ne : Birational invariants, purity and the Gersten conjecture,
in K-Theory and Algebraic Geometry : Connections with Quadratic Forms and
Division Algebras, AMS Summer Research Institute, Santa Barbara 1992, ed.
W. Jacob and A. Rosenberg, Proceedings of Symposia in Pure Mathematics
58, Part I (1995), 1–64.
[CT2] J-L. Colliot-The´le`ne : Re´solutions flasques des groupes line´aires connexes, J.
reine angew. Math. 618 (2008), 77–133.
[CTK1] J-L. Colliot-The´le`ne, B. E`. Kunyavski˘ı : Groupe de Brauer non ramifie´ des
espaces principaux homoge`nes de groupes line´aires, J. Ramanujan Math. Soc.
13 (1998), 37–49.
[CTK2] J-L. Colliot-The´le`ne, B.E`. Kunyavski˘ı : Groupe de Picard et groupe de Brauer
des compactifications lisses d’espaces homoge`nes, J. Algebraic Geom. 15
(2006), 733–752.
[CTS] J-L. Colliot-The´le`ne, J-J. Sansuc : The rationality problem for fields of in-
variants under linear algebraic groups (with special regards to the rationality
problem), in Proceedings of the International Colloquium on Algebraic groups
and Homogeneous Spaces (Mumbai 2004), ed. V. Mehta, TIFR Mumbai, Na-
rosa Publishing House (2007), 113–186.
[CTX] J-L. Colliot-The´le`ne, F. Xu : Brauer-Manin obstruction for integral points of
homogeneous spaces and representation of integral quadratic forms, Compositio
Math. 145 (2) (2009), 309–363.
[De1] C. Demarche : Me´thodes cohomologiques pour l’e´tude des points ration-
nels sur les espaces homoge`nes, the`se de l’Universite´ Paris-Sud, 2009,
http://www.math.jussieu.fr/~demarche/these/these.pdf
[De2] C. Demarche : Groupe de Brauer non ramifie´ d’espaces homoge`nes a` stabilisa-
teurs finis, Math. Annalen 346, no 4 (2010), 949–968.
[De3] C. Demarche : Suites de Poitou-Tate pour les complexes de tores a` deux termes,
Int. Math. Res. Notices, Vol. 2011 (1), 135–174.
[De4] C. Demarche. Une formule pour le groupe de Brauer alge´brique d’un torseur,
J. of Algebra 347 (2011), 96–132.
40
[De5] C. Demarche : Abe´lianisation des espaces homoge`nes et applications
arithme´tiques, a` paraˆıtre dans “Torsors, e´tale homotopy and applications to
rational points” (Edinburgh, 2011).
[Dou1] J-C. Douai : 2-cohomologie galoisienne des groupes semi-simples, E´ditions
universitaires europe´ennes, Saarbru¨cken, 2010.
[Dou2] J-C. Douai : 2-cohomologie galoisienne des groupes semi-simples de´finis sur
les corps locaux, C.R. Acad. Sci. Paris Se´r. A 281 (1975), 321–323.
[Gi] J. Giraud : Cohomologie non abe´lienne, Die Grundlehren der mathematischen
Wissenschaften 179, Springer-Verlag, Berlin, 1971.
[GA] C. Gonza´lez-Avile´s : Quasi-abelian crossed modules and nonabelian cohomo-
logy, arXiv:1110.4542v2[math.NT].
[FGA] A. Grothendieck : Ge´ome´trie alge´brique et ge´ome´trie formelle (expose´
Bourbaki 182, 1958/1959). Reproduit dans : Fondements de la ge´ome´trie
alge´brique. Paris : Secre´tariat mathe´matique de l’institut Henri Poincare´ 1962.
[Gr] A. Grothendieck : Le groupe de Brauer, I, II, III, dans Dix expose´s sur la
cohomologie des sche´mas, North-Holland, Amsterdam, Masson, Paris, 1968.
[Ha] D. Harari : Me´thode des fibrations et obstruction de Manin, Duke Math. J. 75
(1994), 221–260.
[HSz] D. Harari, T. Szamuely : Arithmetic duality theorems for 1-motives, J. reine
angew. Math. 578 (2005), 93–128.
[HSk] D. Harari, A.N. Skorobogatov : Descent theory for open varieties, a` paraˆıtre
dans “Torsors, e´tale homotopy and applications to rational points” (Edin-
burgh, 2011).
[Hrd] G. Harder : Halbeinfache Gruppenschemata u¨ber Dedekindringen, Invent.
Math. 4 (1967) 165–191.
[Har] R. Hartshorne : Algebraic Geometry, Springer-Verlag, New-York Heidelberg
Berlin 1977.
[ILO] L. Illusie, Y. Laszlo, F. Orgogozo : Travaux de Gabber sur l’uniformisation
locale et la cohomologie e´tale des sche´mas quasi-excellents. Se´minaire a` l’E´cole
polytechnique 2006-2008, en pre´paration.
[Kn1] M. Kneser : Galois-Kohomologie halbeinfacher algebraischer Gruppen u¨ber p-
adischen Ko¨rpern, I, Math. Z. 88 (1965), 40–47.
[Kn2] M. Kneser : Galois-Kohomologie halbeinfacher algebraischer Gruppen u¨ber p-
adischen Ko¨rpern, II, Math. Z. 89 (1965), 250–272.
[Ma] B. Margaux : Vanishing of Hochschild Cohomology for Affine Group Schemes
and Rigidity of Homomorphisms between Algebraic Groups, Documenta Math.
14 (2009), 653–672.
[Mi1] J. S. Milne : E´tale cohomology, Princeton University Press, 1980.
[Mi2] J. S. Milne : Arithmetic duality theorems, Second edition, BookSurge, LLC,
Charleston, SC, 2006.
[Oe] J. Oesterle´ : Nombres de Tamagawa et groupes unipotents en caracte´ristique
p, Invent. Math. 78 (1984), 13–88.
41
[Ra] M. Raynaud : Groupes alge´briques unipotents. Extensions entre groupes uni-
potents et groupes de type multiplicatif, dans SGA3, expose´ XVII.
[Ro] M. Rosen Number theory in function fields, Graduate Texts in Mathematics,
210, Springer-Verlag, 2002.
[Sa] J-J. Sansuc : Groupe de Brauer et arithme´tique des groupes alge´briques
line´aires sur un corps de nombres, J. reine angew. Math. 327 (1981), 12–80.
[Se1] J-P. Serre : On the fundamental group of a unirational variety, J. London
Math. Soc. 34 (1959) 481–484.
[Se2] J-P. Serre : Zeta and L-functions, dans Arithmetical Algebraic Geometry, Pro-
ceedings of a conference held at Purdue, 1963, ed. O.F.G. Schilling, Harper’s
Series in Higher Mathematics, Harper and Row, New-York, 82–92.
[Se3] J-P. Serre : Cohomologie galoisienne (cinquie`me e´dition, re´vise´e et comple´te´e),
Springer Verlag 1994.
[Sk] A. N. Skorobogatov : Torsors and rational points, Cambridge Tracts in Ma-
thematics 144, Cambridge University Press, Cambridge, 2001.
[Sp] T. A. Springer : Nonabelian H2 in Galois cohomology, in : Algebraic Groups
and Discontinuous Subgroups (Proc. Sympos. Pure Math., Boulder, Colo.,
1965)”, Amer. Math. Soc., Providence, R.I., 1966, pp. 164–182.
[W] C. Weibel. An introduction to homological algebra, Cambridge Studies in Ad-
vanced Mathematics 38, Cambridge University Press, Cambridge, 1994.
Raymond and Beverly Sackler School of Mathematical Sciences, Tel Aviv University,
69978 Tel Aviv, Israel
borovoi@post.tau.ac.il
Institut de Mathe´matiques de Jussieu (IMJ), Universite´ Pierre et Marie Curie, 4 place
Jussieu, 75252 Paris Cedex 05, France
demarche@math.jussieu.fr
Universite´ Paris-Sud, Laboratoire de mathe´matiques, Baˆtiment 425, F-91405 Orsay
Cedex, France
david.harari@math.u-psud.fr
42
